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Contenu de la formation

4 séances de cours (8h)

e 2 séances de Travaux Dirigés (4h)

Examen : 2 heures sans document

2 bancs de Travaux Pratiques

» Concentrations de contraintes

» Cylindres sous pression.
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Objectifs du cours : résoudre les problemes d’élasticité ci-dessous
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Sommaire du cours

Chapitre I. Les équations de I’élasticité

Chapitre II. Résolution de problemes
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Chapitre I - Les équations de 1’élasticité

Objectifs :
1. Rappeler les équations principales de 1’élasticité
(a) Equations d’équilibre
(b) Relations cinématiques

(c) Loi de comportement

2. Donner les principales méthodes de résolution
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Les équations d’équilibre

Plan du paragraphe

@ Les équations d’équilibre
o Principe fondamental de la dynamique

@ Relations cinématiques
@ Loi de comportement thermoélastique

@ Formulation du probleme d’équilibre élastique

ELASTICITE



Les équations

Principe fondamental de la dynamique

On considére un milieu continu {2 en mouvement sous l’action de forces extérieures,
= —5 . - o1
forces de volume f", forces de surface F' . On cherche & exprimer I’équilibre
mécanique d’'une sous partie quelconque w C 2.
Bilan des forces exercées sur w :
o forces de volumes f* (M) dans w;

- —8 .
o forces surfaciques '~ (M) exercées sur le contour dw de w (actions de contact
de Q sur w).

Hypothése et théoréme de Cauchy. Ces actions de contact ne dépendent que de
la normale en M & Ow et de facon linéaire :

F (M) =T (M,n) =5 (M).a

énie Mécanique)
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IPEENCL RN T BRI SY  Principe fondamental de la dynamique

Théoreme (Principe fondamental de la dynamique)

Pour tout 2 et pour toute sous partie w C §2, le torseur des efforts extérieurs est
€gale au torseur des quantités d’accélération, ce qui s’écrit :

% I_ﬁmvhﬁmvt] = Reztyﬁezt] Yw C Q2

Equations du mouvement
En tout point M € 2, on a

Equations d’équilibre
Lorsque l'accélération v est nulle (mouvement de translation uniforme) on obtient les
équations d’équilibre en tout point M € 2

dive +f" =0 (2)

v
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Les équations d’équilibre

Plan du paragraphe

@ Les équations d’équilibre

o Conditions de raccordement

@ Relations cinématiques
@ Loi de comportement thermoélastique

@ Formulation du probleme d’équilibre élastique
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Les équatio

Conditions de raccordement

Définition
Le champ de contrainte G (M) est dit statiquement admissible (SA) s’il vérifie
léquation d’équilibre (2) et les conditions limites sur §5S) :

T(M,n) ZE'(M).T_L:FS(M) pour tout M € Q

F. PETITIEAN
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PELR TS ERGHI SN Conditions de raccordement

Conditions de raccordement

Définition
Le champ de contrainte G (M) est dit statiquement admissible (SA) s’il vérifie
léquation d’équilibre (2) et les conditions limites sur §5S) :

T(M,n) ZE(M).TL:FS(M) pour tout M € Q

p
Exemple : \ v oLy Y

Tube cylindrique sous pression extérieure N <

X\
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uations d’équilibre

Conditions de raccordement

Conditions de raccordement
Définition

Le champ de contrainte G (M) est dit statiquement admissible (SA) s’il vérifie
léquation d’équilibre (2) et les conditions limites sur §5S) :

T(M,n) ZE(M).TL:FS(M) pour tout M € Q

p
Exemple : \ v oLy Y
n
Tube cylindrique sous pression extérieure N !
~ '
T (M, 1) = —pe, - —
= Orr = —PD, UGr:UZT:O — «—
— ~
A ~

/
fTTX\

F. PETITIEAN (G

ie Mécanique)

ELASTICITE Janvier 2012 10 / 171



uations d’équilibre

Conditions de raccordement

Conditions de raccordement

Définition

Le champ de contrainte G (M) est dit statiquement admissible (SA) s’il vérifie
léquation d’équilibre (2) et les conditions limites sur §5S) :

T(M,n) ZE(M).TL:FS(M) pour tout M € Q

Exemple :
Tube cylindrique sous pression extérieure

T (M, m) = —per
= Orr = —PD, UGr:UZT:O

T(MQ, ﬁg) =0

= Orr = 09y = 0z =0

fTTX\
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Les équations d’équilibre

Plan du paragraphe

@ Les équations d’équilibre

o Torsion d’un cylindre de section circulaire
@ Relations cinématiques

@ Loi de comportement thermoélastique

@ Formulation du probleme d’équilibre élastique

ELASTICITE



Torsion d'un cylindre de section circulaire

On considére un cylindre 2 d’axe Oz, de hauteur
h, de base circulaire R.

Un point M € () est repéré par ces coordonnées
cylindriques r, 8, z.

Ce cylindre est soumis &4 un systéme de forces
inconnues qui conduit & un champ de contrainte en
tout point M de la forme :

o(M)=ac(r)=pr(e®e+ee) (3)

ol 3 est une constante.

rie Mécanigue)

Torsion d'un cylindre de section
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L’objectif de cette étude est de montrer que le champ de force surfacique appliqué sur
les faces inférieures et supérieures forment un couple de torsion M = C&, on C est
une constante 4 déterminer en fonction des données du probleme.
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Les équations d’équilibre

Exercice

Exercice 1-1. Ecrire dans la base (&, €, €. ), associée au repére cylindrique, la
matrice des composantes de & donnée par

G(M)=pr(ep®e, +e. ®e)

Réponse :




ERR T ERGRITG IS Torsion d’un cylindre de section circulaire

Exercice

Exercice 1-1. Ecrire dans la base (&, €, €. ), associée au repére cylindrique, la
matrice des composantes de & donnée par

G(M)=pr(es®e +e @ e)

Réponse :

La matrice s’écrit dans le repére cylindrique (&, €g, €;)

0 O 0
0lre= |0 0 Br
0 Br O
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PESTIENCETIINGY Torsion d’un cylindre de section circulaire

Exercice

Exercice 1-2. On cherche a déterminer le systeme de forces extérieures
s - .. . . . .
F (M),f Y (M) qui soit statiquement admissible avec le champ de contrainte donné.

@ Calculer divs (M) et en déduire la valeur de f* (M).

@ On note F°%, F°°, T les forces surfaciques appliquées sur les contours de
définis respectivement par r = R,z = 0,z = h.

> Préciser les conditions que doivent vérifier chacune de ces 3 forces.

» En déduire la valeur des 3 forces de contour en fonction des données du probléeme.
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VELA TS ERGHI IS Torsion d’un cylindre de section circulaire

Correction

Question 1 -

En appliquant la formule de la divergence en coordonnées cylindrique on obtient
dive =0
On déduit donc de ’équation d’équilibre

dive +f" =0

que

f' (M) =0 quelque soit M € Q

Janvier 2012
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Les équations d’équilibre

Question 2 - Conditions sur les forces de contour : elles sont données par les

conditions de raccordement

T(M,7)=5(M).i=F (M) pourtout M € Q




Torsion d’un cylindre de section circulaire

Question 2 - Conditions sur les forces de contour : elles sont données par les

conditions de raccordement

T(M,7)=5(M).i=F (M) pourtout M € Q

o Forces surfaciques sur la surface latérale définie par r = R : on a 7o = &,, d’ou

F(M) =5 (M) =
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Torsion d’un cylindre de section circulaire

Question 2 - Conditions sur les forces de contour : elles sont données par les

conditions de raccordement

T(M,7)=5(M).i=F (M) pourtout M € Q

o Forces surfaciques sur la surface latérale définie par r = R : on a 7o = &,, d’ou

F" (M) =5 (M) .2 = Ba(e: @) e + Ba(o @) e =0
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Torsion d’un cylindre de section circulaire

Question 2 - Conditions sur les forces de contour : elles sont données par les

conditions de raccordement

T(M,7)=5(M).i=F (M) pourtout M € Q

o Forces surfaciques sur la surface latérale définie par r = R : on a 7o = &,, d’ou

F" (M) =5 (M) .2 = Ba(e: @) e + Ba(o @) e =0

e Forces surfaciques sur la base inférieure définie par z =0 : on a n = —e,, d’ou

F (M) = -5 (M).e. =
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PESTIENCETIINGY Torsion d’un cylindre de section circulaire

Question 2 - Conditions sur les forces de contour : elles sont données par les

conditions de raccordement

T(M,n)=6(M).a=F (M) pourtout M €

o Forces surfaciques sur la surface latérale définie par r = R : on a i = &,, d’ou

F" (M) =5 (M) .2 = Ba(e: @) e + Ba(o @) e =0

o Forces surfaciques sur la base inférieure définie par z =0 : on a n = —e,, d’ou

FO(M)=—5(M).e. = — Bres =F ° ()

Par conséquent,
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Les équations d’équilibre

Forces surfaciques sur la surface supérieure définie par z = h : on a i = &,, d’ou

Fr (M) =5 (M) .7 =




Les équations d’équilibre

Forces surfaciques sur la surface supérieure définie par z = h : on a i = &,, d’ou
—S _ _ o -
F"(M)=6(M).n=pr(e.Q¢e) e +0r(eoQe)e.

=0+ freg = 7 (r)

Par conséquent,

0
{Fsh (M)} - %r




Exercice

Exercice 1-8. Montrer que le torseur au point O’ = (0,0, &), qui résulte de la force
surfacique 7 (M), est équivalent au couple de torsion

4
C:?‘I’ﬁ%
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Correction

Calecul du torseur au point O’ = (0,0, k) correspondant & la force surfacique

F™* (M) = Breo

Calcul de la résultante :

B= [ F"(M)da =
Sh

ELASTICITE




Les équations d’é Torsion d'un cylindre de section circulaire

Correction

Calecul du torseur au point O’ = (0,0, k) correspondant & la force surfacique

F™ (M) = Bree

Calcul de la résultante :

R 2w
E:[FS" (M)da:[ [ Bree x rdr do
Sy o Jo
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Les équations d’é Torsion d'un cylindre de section circulaire

Correction

Calecul du torseur au point O’ = (0,0, k) correspondant & la force surfacique

F™ (M) = Bree

Calcul de la résultante :

R 2w
E:fﬁsﬁ (M)da:f f Bree x rdr do
Sy o Jo
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Calcul du moment :

M= | OMAF"(M)da
Sh

ELASTICITE




Calcul du moment :
M= | OMAF"(M)da
Sh

= re.- A (Br) egr dr db
Sh

ELASTICITE




Calcul du moment :

M= | OMAF"(M)da
Sh

= re.- A (Br) egr dr db
Sh

= [ Brle drdf = Ce,
Sh
avec
2w pa
C= [ Bridrdd =
0 1]

ELASTICITE




Calcul du moment :
M= | OMAF"(M)da
Sh

= re.- A (Br) egr dr db
Sh

= [ Brle drdf = Ce,
Sh

o [ [ous= ([r4) ([ ) -

avec
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Les équations d’équilibre

Plan du paragraphe

@ Les équations d’équilibre

o Statique du cylindre sous pression
@ Relations cinématiques
@ Loi de comportement thermoélastique

@ Formulation du probleme d’équilibre élastique
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IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Statique d’un cylindre sous pression
Enonce du probléme :

On consideére un tube cylindrique d’axe Oz, de longueur [ et de rayon intérieur r; et

extérieur 1.

Les coordonnées sont rapportées & un repére cylindrique (Or6z).

2r; |27,
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IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Statique d’un cylindre sous pression
Enonce du probléme :

On consideére un tube cylindrique d’axe Oz, de longueur [ et de rayon intérieur r; et
extérieur 1.

Les coordonnées sont rapportées & un repére cylindrique (Or6z).

Ce solide est soumis aux forces surfaciques suivantes :

@ & une pression intérieure p; et une pression extérieure p. ;

2r; |27,
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IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression
Statique d’un cylindre sous pression

Enonce du probléme :

On consideére un tube cylindrique d’axe Oz, de longueur [ et de rayon intérieur r; et
extérieur 7.

Les coordonnées sont rapportées & un repére cylindrique (Or6z).

Ce solide est soumis aux forces surfaciques suivantes :
@ & une pression intérieure p; et une pression extérieure p. ;

o 2 une force surfacique F, sur les faces z = 0 et z = [ , dirigée vers I’extérieure.

2r; |27,
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IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Objectifs de ’étude :

Exploiter les conditions imposées par ’équation d’équilibre et les conditions de
raccordement pour préciser au mieux la forme du champ de contrainte & (M),

solution du probleme d’élasticité.

C’est une démarche inverse au TD précédent qui est proposée puisque cette fois les
conditions limites sont données et on cherche & déterminer le champ de contrainte

correspondant.

27";‘

27,

ELASTICITE
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IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Objectifs de ’étude :

Exploiter les conditions imposées par ’équation d’équilibre et les conditions de
raccordement pour préciser au mieux la forme du champ de contrainte & (M),
solution du probleme d’élasticité.

C’est une démarche inverse au TD précédent qui est proposée puisque cette fois les
conditions limites sont données et on cherche a déterminer le champ de contrainte
correspondant.

Résolution

La résolution proposée est décomposée en 4 étapes sous la forme de 4 exercices plus
un exercice complémentaire.

Toutes les composantes doivent étre données dans le systeme de coordonnées
cylindriques.

2Ti 27‘e

- F
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Les équations d’équilibre

Exercice

Exercice 1-4. Vérifier que le torseur des forces extérieures est nul.




IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Correction

Les efforts extérieurs sont compatibles avec I’équilibre si leur torseur est nul

[0.R, 3] =0

Calcul de R :

E:

— 2r; |27,
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IR ERR T N TG  Statique du cylindre sous pression

Correction

Les efforts extérieurs sont compatibles avec I’équilibre si leur torseur est nul

[0.R, 3] =0

Calcul de R :

— 2r; |27,
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IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Correction

Les efforts extérieurs sont compatibles avec I’équilibre si leur torseur est nul

[0.R, 3] =0

Calcul de R :

R:/ Fézds—k/ (=F)e.ds
z=l 2=0

0

+/ (—pe) rredf dz+/ piérridf dz

e i

0 0

Janvier 2012
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Les équations d’é Statique du cylindre sous pression

Calcul de M :

M:f OMAFEsz‘rdG—l-f OM A (—F)e; rdrdf
z=1l z=0

4

e -

L Iz

+[ OM A (—pe) &rre df dz +[ OM A pier-r; df dz

=T}
“ "

' e

I3 Is
Pour tout point M de (2, on peut écrire
OM = re, + zé,

Janvier 2012
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L. ations tquilibr

Calculons séparément chacune des 4 intégrales, avec OM = re&, + z€; :

Il:[ OM A Fe,rdrdf =
z=1l

Ig:[ OM A (—F)e rdrdf =
z=0

ELASTICITE



L nations d’équilibre

Calculons séparément chacune des 4 intégrales, avec OM = re&, + z€; :

I1:[ OM AN Fe,rdrdf= ([ OMrdrdG)AFEZZO
z=1l z=l

=ke,

Ig:[ OM A (—F)e rdrdf =
z=0

ELASTICITE



I1:[ OM AN Fe,rdrdf= ([ OMrdrdG)AFEZZO
z=1l z=l

=ke,

Ig:[ WA(—F)ézrdrdaz([ OMrdrdﬂ)/\(—F)EzZU
z=0 z=0

s
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I3 :f OM A (—pe) &rre d6 dz =




I3 :[ OM A (—pe) erre df dz = —pergf (28 + reer) N Er db dz

ELASTICITE



I3 :[ OM A (—pe) erre df dz = —pergf (28 + reer) N Er db dz

1 p2w
= _Pere[ [ ZEz/\Erdﬂdz
o Jo
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I3 :[ OM A (—pe) &rre df dz = —pergf (28 + reer) N Er db dz

I 2
:—per.g[[ z€; N erdO dz
0 J0
I 2T
—perg([ zdz)([ EZI\E,-dﬂ):[]
1] 0
e ——

[ 2ad6=0

ELASTICITE



Iy = OM A pierridf dz =

=T}




I 2
I :[ OM A pierridf dz = pimi ([ zdz) ([ EZAE,-dG) =0
T=r; 1] 1]

e ——
[ 29 d8=0

Bilan : le solide est en équilibre statique

ELASTICITE



IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Exercice

Exercice 1-5. Préciser la forme du tenseur des contraintes au point M € 92 en

considérant successivement chacune des faces du solide.

27‘2'

27

ELASTICITE
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IR ERR T N TG  Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la face supérieure z =l on a: T (M, &,) = F&,, par conséquent

27‘2'

27

ELASTICITE
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IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la face supérieure z =l on a: T (M, &,) = F&,, par conséquent

c(z=1l)e,=Fe, < [O'(Z:l)]z oer o0gg O

2r; |27,

Janvier 2012
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IR ERR T N TG  Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la face inférieur z =0 on a T (M, —e,) = —Fe,, par conséquent

g(z=0)e, =Fe, <

2r; |27,
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IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la face inférieur z =0 on a T (M, —e,) = —Fe,, par conséquent

o org 0
E'(ZIO)@:F@ = [O'(Z:O)]I ogr 09 O

0 0o F
L l |
- F
_ 1 2r |27
€z
- F

Janvier 2012
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IR ERR T N TG  Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la surface cylindrique extérieure r = r. on a T (M, &) = —p.&r, soit

Qi
—
3
Il
o
N
ol
g
I

—Pelr &

2r; |27,
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IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Correction
Pour la surface cylindrique extérieure r = r. on a T (M, &) = —p.&r, soit
—Pe 0 0
5’(7’ = re) e = —Per & [U (T = Te)] = 0 066 006z

0 020 Ozz

2r; |27,

Janvier 2012
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IR ERR T N TG  Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la surface cylindrique intérieure r = r; on a T (M, —&,) = p;é., d’ot

2r; |27,
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IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la surface cylindrique intérieure r = r; on a T (M, —¢e,) = p;er, dol

—Pi 0 0
o(r=mn)e,=—-pier & Jo(r=mr)=|0 oce o0p:

2r; |27,

Janvier 2012
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DELATS RGBS Statique du cylindre sous pression

Exercice

Exercice 1-6. Expliquer pourquoi le champ de tenseur solution (M) est
nécessairement indépendant des composantes 6 et z du point M, autrement dit qu’il
s’écrit :

F(M)=5(r) VYMeQ

Janvier 2012 33 / 171



Les équations d’équilibre

Correction

Propriété de la géométrie : le tube présente une symétrie autour de 'axe Oe, et une
invariance par translation le long de e,.




DELATS RGBS Statique du cylindre sous pression

Correction

Propriété de la géométrie : le tube présente une symétrie autour de 'axe Oe, et une
invariance par translation le long de e,.

Propriété du chargement : le chargement en pression sur les surfaces extérieure et
intérieure présente une symétrie de révolution et est indépendant de
la variable z;
le chargement aux extrémités présente également une symétrie de
révolution.
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DELATS RGBS Statique du cylindre sous pression

Correction

Propriété de la géométrie : le tube présente une symétrie autour de 'axe Oe, et une
invariance par translation le long de e,.

Propriété du chargement : le chargement en pression sur les surfaces extérieure et
intérieure présente une symétrie de révolution et est indépendant de
la variable z;
le chargement aux extrémités présente également une symétrie de
révolution.

Propriété du matériau : le tube est constitué d’un matériau homogene et isotrope (la
propriété d’isotropie transverse suffit).
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P BN EN LTINS Statique du cylindre sous pression

Correction

Propriété de la géométrie : le tube présente une symétrie autour de 'axe Oe, et une
invariance par translation le long de e,.

Propriété du chargement : le chargement en pression sur les surfaces extérieure et
intérieure présente une symétrie de révolution et est indépendant de
la variable z;
le chargement aux extrémités présente également une symétrie de
révolution.

Propriété du matériau : le tube est constitué d’un matériau homogene et isotrope (la
propriété d’isotropie transverse suffit).

Bilan :
Le champ de contrainte doit nécessairement étre invariant par rapport aux variables
(6, z) ; on cherche donc un tenseur de la forme :

c(M)=0c(r)=o04(r)e®F%
c’est & dire qu’il contient 6 composantes o;; dépendant de la seule variable r.
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DELATS RGBS Statique du cylindre sous pression

Exercice

Exercice 1-7. Montrer qu’en tout point M € 2 les axes Or, 06, Oz sont
principaux pour & (M).

Indications : exploiter les équations d’équilibre et les conditions de raccordement.

Janvier 2012 35 / 171



ERR o ERGRITG IS Statique du cylindre sous pression

Exercice

Exercice 1-7. Montrer qu’en tout point M € 2 les axes Or, 06, Oz sont
principaux pour & (M).

Indications : exploiter les équations d’équilibre et les conditions de raccordement.

Equations d’équilibre en coordonnées cylindrique avec 7 (M) =7 () :
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DELATS RGBS Statique du cylindre sous pression

Exercice

Exercice 1-7. Montrer qu’en tout point M € 2 les axes Or, 06, Oz sont
principaux pour & (M).

Indications : exploiter les équations d’équilibre et les conditions de raccordement.

Equations d’équilibre en coordonnées cylindrique avec 7 (M) =7 () :

00 Op — Ogo
Jr - 7

=0
887’ T
O6r + 27 _
ar T
00 | Ou 0
or ro
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Les équations d’équilibre

Correction
L’équation d’équilibre sur ey est

rorg + 2000 =0

Elle est résolue par la méthode des facteurs intégrants (cf. cours d’analyse I11-12) :

(0%
Oor (7') = ﬁ

F. PETITIE. ( ELASTICITE



DELATS RGBS Statique du cylindre sous pression

Correction

L’équation d’équilibre sur ey est

rorg + 2000 =0

Elle est résolue par la méthode des facteurs intégrants (cf. cours d’analyse 11-12) :

o
oor (1) = =)

L’équation d’équilibre sur e, est :

/
70, + 0 =0

On obtient par la méme méthode la solution

s ™

o (1) =
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Les constantes « et 8 sont obtenues en considérant les conditions limites en 7 = r. et
T=7T":




Les constantes « et 8 sont obtenues en considérant les conditions limites en 7 = r. et
T=7T":

3’ (Te) ér = _peéT

=




Les équations

Les constantes «

et 8 sont obtenues en considérant les conditions limites en r = r. et
T=7T":
B oor (1e) =0=a=0
G(re)er = —petr =
Uzr(re):0:>5:0
d’ou

oor (1) =02 (1)

0




ERR o ERGRITG IS Statique du cylindre sous pression

Les constantes « et 8 sont obtenues en considérant les conditions limites en 7 = . et

T=1"T:
_ ~ ~ ogr(re) =0=a=
0 (re) &r = —per =

o (re)=0=p

ogr (1) =02 (r) =0

On a montré précédemment, en exploitant les conditions limites

ainsi

enz=0et z=1[0que
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CUSIHSEEE Statique du cylindre sous pression

Bilan des contraintes en présence : on a

G(r)=0m(r)e @ + 00 (r) 8 R + 0.8 D&,

ou encore, dans le repere Orfz,

orr (1) 0 0
[o(r)] = 0 ooo(r) O
0 0 Oz

ce qui montre que les axes Or, 08, Oz sont principaux pour & (M) quelque soit
M e Q.
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Bilan des contraintes en présence : on a

G(r)=0m(r)e @ + 00 (r) 8 R + 0.8 D&,

ou encore, dans le repere Orfz,

orr (1) 0 0
[o(r)] = 0 ooo(r) O
0 0 Oz

ce qui montre que les axes Or, 08, Oz sont principaux pour & (M) quelque soit

MeqQ.

On sait de plus que

oo'zz:F;
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DELATS RGBS Statique du cylindre sous pression

Bilan des contraintes en présence : on a

G(r)=0m(r)e @ + 00 (r) 8 R + 0.8 D&,

ou encore, dans le repere Orfz,

orr (1) 0 0
[o(r)] = 0 ooo(r) O
0 0 Oz

ce qui montre que les axes Or, 08, Oz sont principaux pour & (M) quelque soit
M e Q.

On sait de plus que
@ 0, = F;

@ 0 (15) = —pi , Orr (Te) = —pe €t o (1) pour r; < 7 < 7T est inconnu;
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DELATS RGBS Statique du cylindre sous pression

Bilan des contraintes en présence : on a

G(r)=0m(r)e @ + 00 (r) 8 R + 0.8 D&,

ou encore, dans le repere Orfz,

orr (1) 0 0
[o(r)] = 0 ooo(r) O
0 0 Oz

ce qui montre que les axes Or, 08, Oz sont principaux pour & (M) quelque soit
M e Q.

On sait de plus que
0 0, =1,
@ 0 (15) = —pi , Orr (Te) = —pe €t o (1) pour r; < 7 < 7T est inconnu;

e la composante ogg (7) est inconnu mais on sait qu’elle vérifie I’équation
différentielle (équation d’équilibre sur &) :

do

ggg = T = + O (4)

or
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ERR o ERGRITG IS Statique du cylindre sous pression

Formule des chaudronniers

Remarque :

Les composante o, et 0g9 restent indéterminées. Pour déterminer completement le
champ de contrainte & (M) il faut introduire le champ de déplacement et la loi de
comportement du matériau c’est-a-dire les coefficients élastiques E, v.
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IPENCLIER ST BRI U Statique du cylindre sous pression

Formule des chaudronniers

Remarque :

Les composante o, et 0g9 restent indéterminées. Pour déterminer completement le
champ de contrainte & (M) il faut introduire le champ de déplacement et la loi de
comportement du matériau c’est-a-dire les coefficients élastiques E, v.

En exploitant I’équation d’équilibre selon la direction Or, on peut calculer la valeur
moyenne de la composante ogg le long d’un segment [r;, 7], & 0 et z donnés.

1 re PiTi — PeTe
= dr = 21l T Pele
(c60) —— /T oge (r) dr p— (5)

i

Cette formule, bien connue en pratique, est appelée la formule des chaudronniers.

Exercice 1-8. Etablir cette formule en exploitant 1’équation d’équilibre sur e,
précédente.
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Correction

On a




Correction

On a

1 Te 1 e [ Q0
o) = o [ Comyar= 2 | (% o)




Les équations d’équilibre

Correction

On a

1 Te 1 Te 00y
(c00) —— /T oge (1) dr — /” (r 5y +o ) r




Les équations d’équilibre

Correction

On a

1 Te 1 e [ Q0
o) = o [ Comyar= 2 | (% o)

= #/ ’ % (row) dr = b (reorr (1e) — Tiow (13))

Te — T3 Te — Ty

d’ott la formule des chaudronniers :

_ PiTi — PeTe
Te — T4

(o00) =




Relations cinématiques

Plan du paragraphe

@ Les équations d’équilibre

@ Relations cinématiques
o Champ de déformation

@ Loi de comportement thermoélastique

@ Formulation du probleme d’équilibre élastique
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ISV AT EN SIS HETAIIEl Champ de déformation

Relations cinématiques - Champ de déformation

Soit % (M) le champ de déplacement dans le solide .

Dans le cadre des hypothéses des petites perturbations (HPP), le champ de
déformation associé & u (M) est défini par :

o)

(M) =

Tu+'Va
(V5 +79)

N | =

Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012
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JITIERAT) ERSTAS SER LN Champ de déformation

Relations cinématiques - Champ de déformation

Soit % (M) le champ de déplacement dans le solide .

Dans le cadre des hypothéses des petites perturbations (HPP), le champ de
déformation associé & u (M) est défini par :

o)

(M) = (Vu + Vu)

lo\»—\

En explicitant ’expression de Vu dans les différents systémes de coordonnées (cf.
annexe), on obtient les expressions suivantes pour les composantes de £.

Cas des coordonnées cartésiennes orthonormées :

aux

Exx = Eyy =

duy
3 19}
1 auz 8uy
Exy = 5

Ou,
0z

auy+3uz . _1 8uz+8uz
0z oy ) T 2\ 0z Ox

2z =
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Relations cinématiques
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IRV ERRTS I ERSHTSER Il Conditions de compatibilités

Conditions de compatibilités

Probléme : pour un champ de tenseurs symétriques € (Z) donné & quelles conditions
il existe un champ de déplacement % (Z) dont € soit le champ de gradient symétrisé
associé.
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IRV ERRTS I ERSHTSER Il Conditions de compatibilités

Conditions de compatibilités

Probléme : pour un champ de tenseurs symétriques € (Z) donné & quelles conditions
il existe un champ de déplacement % (Z) dont € soit le champ de gradient symétrisé
associé.

Théoreme (Conditions de compatibilité)

Soit €(Z) un champ de tenseurs symétriques. Il existe un champ de vecteurs @ (z) tel
que

1]

(M) = % (ﬁﬁﬁ) Vi

st et seulement si, Vi,j,k, 1,

€ik,jl + €jl,ik = €il jk + Ejk,il (6)

nie Mécanique) JITE Janvier 2012 44 / 171



Relations cinématiques

Plan du paragraphe
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@ Relations cinématiques

o Conditions d’appuis
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Conditions d’appuis

11 est possible d’imposer un déplacement sur une partie donnée 6,2 de la frontiere :

w(M)=a" (M) pour tout M € 6,0 (7)
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Conditions d’appuis

Conditions d’appuis

11 est possible d’imposer un déplacement sur une partie donnée 6,2 de la frontiere :

w(M)=a" (M) pour tout M € 6,0 (7)

Définition
Le champ de déplacement u (M) est dit cinématiquement admissible (CA) s’il vérifie
les conditions de déplacements imposés sur §,5) :

w(M)=a" (M) pour tout M € Q
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Conditions d’appuis

Exemple

Tube cylindrique dans un manchon rigide

uw(M)=0 pour tout M
telque r=Ret 2=0

Janvier 2012

47 /171



Loi de comportement thermoélastique
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Loi de comportement thermoélasti Cas élastique (loi de Hooke)

Cas élastique (loi de Hooke)

Loi de Hooke
La loi de comportement linéarisée d’un matériau isotrope est donnée par

5 (8) = A (trd) 1 + 2uf (8)
Les scalaires A, u sont appelés les coefficients d’élasticité de Lamé.

Le relation inverse s’écrit simplement en fonction de module d’Young F et du
coefficient de Poisson v :

1+v_
5=

€(6) = — % (tr5) T (9)
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Loi de comportement thermc

Autres expressions de la loi de Hooke
En décomposant les tenseurs en leur partie sphérique et déviatorique, on peut écrire

la loi de Hooke sous la forme suivante

1
Om = 3\ + 21) m m = 3 T2
( ) — + 2w (10)

Qll
ol
Il

5 =2u

ELASTICITE
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Loi de comportement thermoélas Cas élastique (loi de Hooke)

Autres expressions de la loi de Hooke

En décomposant les tenseurs en leur partie sphérique et déviatorique, on peut écrire

la loi de Hooke sous la forme suivante

1
om = (BA+20) em T e 2u0
_ _ <
s = 2ue s = ig
2p
Relations entre les coefficients élastiques :
Coefficients de Lamé :
vE E
AT va-w) P raan ¢
Module d’Young et coefficient de Poisson :
_rBAE2 A
Adp 2(A+p)
Module de compressibilité (Bulk modulus)
3K =3X+2u =
tem 1—-2v
F. PETITIEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012
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Loi de comportement thermoélastique
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Loi de comportement thermoélastique

Cas thermoélastique

Principe : aux charges mécaniques s’ajoutent des variations de température qui
induisent des dilatations thermiques.




Loi de comportement thermoélasti Cas thermoélastique

Cas thermoélastique

Principe : aux charges mécaniques s’ajoutent des variations de température qui
induisent des dilatations thermiques.

On note 0 = T — Tp ou Top la température de référence
Définitions
La loi de comportement thermoélastique linéarisée d’un matériau isotrope est donnée
par _ _
(&) =A(tr8) 1+ 2ué — 3K bl (11)

ot K est le module de compressibilité et a le coefficient de dilatation thermique (en
K1Y
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Cas thermoélastique

Principe : aux charges mécaniques s’ajoutent des variations de température qui
induisent des dilatations thermiques.

On note 0 = T — Tp ou Top la température de référence
Définitions
La loi de comportement thermoélastique linéarisée d’un matériau isotrope est donnée
par _ _

(&) =A(tr8) 1+ 2ué — 3K bl (11)
ot K est le module de compressibilité et a le coefficient de dilatation thermique (en
K1Y

La relation inverse s’écrit en fonction de E,v, « :

£(5) = 1;”5—%(“5—)@@9? (12)
elle fait clairement apparaitre la partition
F_g 4t
ot & = af1 est la composante d’origine thermique qui est purement volumique.
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Formulation du probléme d’équilibre élastique
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o Le probleme d’équilibre élastique




Formulation du probléme d’équilibre élastique

On considére un milieu continu 2 ¢ R® en équilibre sous I'action des forces f* dans
Q, F'S sur une partie 67 de 692 et avec le déplacement imposé @, sur 6,.




Formulation du probléme d’équilibre élastique

On considére un milieu continu 2 ¢ R® en équilibre sous I'action des forces f* dans
Q, F'¥ sur une partie 67Q de 592 et avec le déplacement imposé @y sur 4, (.

Le probleme d’équilibre élastique consiste a
déterminer les champs o (M) et (M) dans Q
vérifiant :




Formulation du probléme d’équilibre élastique

On considére un milieu continu 2 ¢ R® en équilibre sous I'action des forces f* dans
Q, F'¥ sur une partie 67Q de 592 et avec le déplacement imposé @y sur 4, (.

Le probleme d’équilibre élastique consiste a
déterminer les champs o (M) et (M) dans Q
vérifiant :

@ L’équation d’équilibre dans 2 :

dive +f° =0 (13)




Formulation du probléme d’équilibre élastique
On considére un milieu continu 2 ¢ R® en équilibre sous I'action des forces f* dans
Q, F'¥ sur une partie 67Q de 592 et avec le déplacement imposé @y sur 4, (.

Le probleme d’équilibre élastique consiste a
déterminer les champs o (M) et (M) dans Q
vérifiant :

@ L’équation d’équilibre dans 2 :

dive + 7 =0 (13)
© Les conditions limites sur 62

= F° sur 6pQ (14)

Qi
3

a®  sur 6,0 (15)

2
I




Formulation du probléme d’équilibre élastique
On considére un milieu continu 2 ¢ R® en équilibre sous I'action des forces f* dans
Q, F'¥ sur une partie 67Q de 592 et avec le déplacement imposé @y sur 4, (.

Le probléme d’équilibre élastique consiste &
déterminer les champs o (M) et (M) dans Q
vérifiant :

@ L’équation d’équilibre dans 2 :

dive +f* =0 (13)

© Les conditions limites sur 602
.1 =F° sur 6pQ (14)
a=u’ sur 6,0 (15)

© L’équation de comportement

&= A(trd) 1+ 2ué (16)




Formulation du probléme d’équilibre élastique
On considére un milieu continu 2 ¢ R® en équilibre sous I'action des forces f* dans
Q, F'¥ sur une partie 67Q de 592 et avec le déplacement imposé @y sur 4, (.

Le probléme d’équilibre élastique consiste &
déterminer les champs o (M) et (M) dans Q
vérifiant :

@ L’équation d’équilibre dans 2 :

dive +f* =0 (13)

© Les conditions limites sur 602
.1 =F° sur 6pQ (14)
a=u’ sur 6,0 (15)

© L’équation de comportement

&= A(trd) 1+ 2ué (16)

© Les relations cinématiques

E(M) = % (7o +7%) an




Formulation du probléme d’équilibre élastique

Propriété d’unicité

On a le résultat fondamentale suivant :

Théoreme d’unicité
La solution du probléme d’équilibre élastique définie par les équations (13) & (17) est
unique.

Plus précisément,

ELASTICITE



Formulation du probléme d’équilibre é Le probléme d’équilibre élastique

Propriété d’unicité

On a le résultat fondamentale suivant :

Théoreme d’unicité

La solution du probléeme d’équilibre élastique définie par les équations (13) & (17) est
unique.

Plus précisément,

@ il y a unicité des champs ¢ et £ dans Q;
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Formulation du probléme d’équilibre é Le probléme d’équilibre élastique

Propriété d’unicité

On a le résultat fondamentale suivant :

Théoreme d’unicité

La solution du probléeme d’équilibre élastique définie par les équations (13) & (17) est
unique.

Plus précisément,
@ il y a unicité des champs ¢ et £ dans Q;

@ il y a unicité du champ @ dans 2, & un déplacement de corps rigide pres.
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Propriété d’unicité

On a le résultat fondamentale suivant :

Théoreme d’unicité
La solution du probléeme d’équilibre élastique définie par les équations (13) & (17) est
unique.

Plus précisément,
@ il y a unicité des champs ¢ et £ dans Q;

@ il y a unicité du champ @ dans 2, & un déplacement de corps rigide pres.

Conséquence :

Quelque soit la méthode de construction employée, si les équations (13) & (17) sont
vérifiées la solution obtenue est 'unique solution.
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Formulation du prob
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Méthodes de résolution

Important : Il n’existe pas de méthode analytique systématique et entiérement
déductive qui permette de construire la solution du probléme d’équilibre élastique a
partir des données et des équations du modeéle.

ELASTICITE
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Méthodes de résolution

Important : Il n’existe pas de méthode analytique systématique et entiérement
déductive qui permette de construire la solution du probléme d’équilibre élastique a

partir des données et des équations du modéle.

Dans la suite, on présente 2 méthodes classiques :

Résolution par la méthode | Résolution par la méthode
des contraintes des déplacements

Fe(54) =——1—> uec(CA)

.

E(M)= w+ ‘vu)

/

7= A(trE) T+ 2uf

Génie Mécanique) 5 Janvier 2012
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Formulation du probléme d'éguilibre élastique EOEHGEEERG R EER AT

Méthodes de résolution

Important : Il n’existe pas de méthode analytique systématique et entiérement
déductive qui permette de construire la solution du probléme d’équilibre élastique a
partir des données et des équations du modéle.

Dans la suite, on présente 2 méthodes classiques :

@ La méthode en contrainte : on fait le choix d’une forme particuligre pour &
et on parcourir le schéma en partant de I'extrémité gauche.

Résolution par la méthode | Résolution par la méthode
des contraintes des déplacements

Fe(54) =——1—> uec(CA)

.

E(M)= w+ ‘vu)

/

7= A(trE) T+ 2uf
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Formulation du probléme d'éguilibre élastique EOEHGEEERG R EER AT

Méthodes de résolution

Important : Il n’existe pas de méthode analytique systématique et entiérement
déductive qui permette de construire la solution du probléme d’équilibre élastique a
partir des données et des équations du modéle.

Dans la suite, on présente 2 méthodes classiques :
@ La méthode en contrainte : on fait le choix d’une forme particuligre pour &
et on parcourir le schéma en partant de I'extrémité gauche.

o La méthode en déplacement : on fait le choix d'une forme particuliére pour
u et on parcourir le schéma en partant de 'extrémité droite.

Résolution par la méthode | Résolution par la méthode
des contraintes des déplacements

Fe(54) =——1—> uec(CA)

|

E(M)= Vu + ‘vu)

/

7= A(trE) T+ 2uf
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Formulation du probléme d’équilibre élastique Méthodes de résolution
Méthode des contraintes : Equations de Beltrami

La méthode des contraintes fait appel aux équations de Beltrami; celles-ci sont
obtenues selon le schéma suivant :

Principes :

@ On choisie (M) € (SA) comme inconnu principal du probleme d’élasticité, : on
parcourt le schéma de résolution depuis 'extrémité gauche.
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Méthode des contraintes : Equations de Beltrami

La méthode des contraintes fait appel aux équations de Beltrami; celles-ci sont

obtenues selon le schéma suivant :

Principes :

@ On choisie 5 (M) € (SA) comme inconnu principal du probleme d’élasticité, : on

parcourt le schéma de résolution depuis 'extrémité gauche.

@ Les équations de Beltrami permettent d’exprimer les conditions
d’intégrabilitées de € sur le champ de contrainte solution :

(14 v)div (v5) +V (V (tr5)) = 0

ou encore, en coordonnées cartésiennes :

2

0 - .
(1+V)A01]+M(tr0')—0 Z,]—172,3

Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012
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Formulation du prob

Remarques :

@ Cette méthode est utilisée lorsque les données permettent de proposer une forme
particuliere pour le champ (M) solution.




Formulation du probléme d’équilibre é Méthodes de résolution

Remarques :

@ Cette méthode est utilisée lorsque les données permettent de proposer une forme
particuliére pour le champ (M) solution.

@ Si le champ de contrainte & (M) est constant (i.e. 3 (M) = &) les équations de
Beltrami sont automatiquement vérifiées.

Janvier 2012 59 / 171



Formulation du probléme d’équilibre é Méthodes de résolution

Remarques :

@ Cette méthode est utilisée lorsque les données permettent de proposer une forme
particuliére pour le champ (M) solution.

@ Si le champ de contrainte & (M) est constant (i.e. 3 (M) = &) les équations de
Beltrami sont automatiquement vérifiées.

Méthode des contraintes - Bilan
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Formulation du probléme d’équilibre é Méthodes de résolution

Remarques :

@ Cette méthode est utilisée lorsque les données permettent de proposer une forme
particuliére pour le champ (M) solution.

@ Si le champ de contrainte & (M) est constant (i.e. 3 (M) = &) les équations de
Beltrami sont automatiquement vérifiées.

Méthode des contraintes - Bilan

Parmi les champs de contrainte & € (SA) on cherche le tenseur & tel que :
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Remarques :

@ Cette méthode est utilisée lorsque les données permettent de proposer une forme
particuliére pour le champ (M) solution.

@ Si le champ de contrainte & (M) est constant (i.e. 3 (M) = &) les équations de
Beltrami sont automatiquement vérifiées.

Méthode des contraintes - Bilan
tel que :

Qi

Parmi les champs de contrainte & € (SA) on cherche le tenseur

@ les 6 équations de Beltrami (18) soient vérifiées
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Formulation du probléme d’équilibre élastique [IBVESATeYs LG VLI RIERTEY

Remarques :

@ Cette méthode est utilisée lorsque les données permettent de proposer une forme
particuliére pour le champ (M) solution.

@ Si le champ de contrainte & (M) est constant (i.e. 3 (M) = &) les équations de
Beltrami sont automatiquement vérifiées.

Méthode des contraintes - Bilan

Parmi les champs de contrainte & € (SA) on cherche le tenseur & tel que :
Q les 6 équations de Beltrami (18) soient vérifiées

@ le champ de déplacement @ (M) associé par (17) et (16) soit cinématiquement
admissible : @ € (CA).
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Formulation du probléme d’équilibre élastique

Schéma de résolution

—[[ Choix d’un champ de tenseur ¢ (M) € (SA) ]]7
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Formulation du probléme d’équilibre élastique

Schéma de résolution

F. PETITIEAN

(

—[[ Choix d’un champ de tenseur ¢ (M) € (SA) ]]7

\ \ ] \ \ \

\
G (M) doit vérifier les équation de Beltrami
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Formulation du probléme d’équilibre élastique

Schéma de résolution

F. PETITIEAN

(

[Choix d’un champ de tenseur & (M) € (SA) ]]—

N N N ¥ N N N

G (M) doit vérifier les équation de Beltrami

| | ¥ | |

{{ Calcul de € par la loi de Hooke }}
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Schéma de résolution

F. PETITIEAN

[Choix d’un champ de tenseur & (M) € (SA) ])—

\ \ \ ¥ \ \ \

G (M) doit vérifier les équation de Beltrami

\ \ ¥ \ \

{{ Calcul de € par la loi de Hooke }}
\ \ ¥ \ \

{{ Calcul de % par intégration de &

N—




Méthodes de résolution

me d’équilibre

Formulation du pr

Schéma de résolution

—[ Choix d’un champ de tenseur & (M) € (SA) ]—
\ \ ] \ \ \
doit vérifier les équation de Beltrami
\ \ ¥ \ \
[(Calcul de € par la loi de Hooke
\ \ ¥ \ \
( Calcul de @ par intégration de & )

| | Y | |

it vérifier les conditions limites en déplacement

\
5 (M)
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Méthodes de résolution

léme d’équilibre

Formulation du pr

Schéma de résolution

—[ Choix d’un champ de tenseur & (M) € (SA) ]—
\ \ ] \ \ \

doit vérifier les équation de Beltrami

\ \ ¥ \ \

[(Calcul de € par la loi de Hooke

\ \ ¥ \ \ W

( Calcul de @ par intégration de &

| | Y | |

| @ doit vérifier les conditions limites en déplacement |

| ¥

\
5 (M)

)

r(Solu‘cion 1 U, E, 0

L

—
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Formulation du probléme d’équilibre élastique

Méthode des déplacements : Equations de Navier

La méthode des déplacements fait appel aux équations de Navier ; celles-ci sont
obtenues selon le schéma suivant :

Principes :
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Méthode des déplacements : Equations de Navier

La méthode des déplacements fait appel aux équations de Navier ; celles-ci sont
obtenues selon le schéma suivant :

Principes :

@ On choisie @ (M) comme inconnu principal du probléme d’élasticité : on parcourt
le schéma de résolution de la présente page depuis 'extrémité droite.

Mécanique) ELASTICITE
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Méthode des déplacements : Equations de Navier

La méthode des déplacements fait appel aux équations de Navier ; celles-ci sont
obtenues selon le schéma suivant :

Principes :

@ On choisie @ (M) comme inconnu principal du probléme d’élasticité : on parcourt
le schéma de résolution de la présente page depuis 'extrémité droite.

@ On combine les équations (13), (16) et (17) et on obtient les équations de Navier :

(A + 1) 7 (diva) + pdiv (ﬁ) +F =0 (19)

ou encore, en coordonnées cartésiennes :

(A+n)

2 2.
ag] O g ;21,23

o; T

Ty 8 Zj 81‘]‘
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Méthode des déplacements : Equations de Navier

La méthode des déplacements fait appel aux équations de Navier ; celles-ci sont
obtenues selon le schéma suivant :

Principes :

@ On choisie @ (M) comme inconnu principal du probléme d’élasticité : on parcourt
le schéma de résolution de la présente page depuis 'extrémité droite.

@ On combine les équations (13), (16) et (17) et on obtient les équations de Navier :

(A + 1) 7 (diva) + pdiv (ﬁ) +F =0 (19)

ou encore, en coordonnées cartésiennes :

(92 Uy 62 U
(A + :U‘) 81‘1817] + “81:]-81:]-

+f0=0 i=1,2,3

Remarques :

Par cette transformation, ’équation d’équilibre diva + f¥ = 0 porte maintenant sur
la variable inconnue .

Cette méthode est utilisée lorsque les propriétés de symétrie permettent de proposer
une forme particuliere pour le champ de déplacement solution uw(M).
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Cas particulier
Compte tenu de la relation :

Au =V (diviz) — rot (rota)
I’équation de Navier peut également s’écrire :

(A +2p) V (diva) — prot (rota) + f* =0
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Formulation du probléeme d’équilibre élastique [BVEIATeYeLENe ERTECIRIEATEY ¥

Cas particulier

Compte tenu de la relation :
Au =V (diviz) — rot (rota)
I’équation de Navier peut également s’écrire :

(A4 2p) V (diva) — prot (rotw) + f* =0

Lorsque le probleme admet des symétries qui entrainent que
rotu =VAu=0
(cylindre sous pression) et que de plus f* = 0 on obtient

divu = constante

F. PETITIEAN nie Mécanique)
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Cas particulier

Compte tenu de la relation :
Au =V (diviz) — rot (rota)
I’équation de Navier peut également s’écrire :

(A4 2p) V (diva) — prot (rotw) + f* =0

Lorsque le probleme admet des symétries qui entrainent que
rotu =VAu=0
(cylindre sous pression) et que de plus f* = 0 on obtient

divu = constante

Méthode des déplacements - Bilan

Parmi les champs de déplacement @ € (CA) on cherche le champ u tel que :

(20)
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Cas particulier

Compte tenu de la relation :
Au =V (diviz) — rot (rota)
I’équation de Navier peut également s’écrire :

(A +2p) V (diva) — prot (rota) + f* =0

Lorsque le probleme admet des symétries qui entrainent que
rotu =VAu=0
(cylindre sous pression) et que de plus f* = 0 on obtient

divu = constante

Méthode des déplacements - Bilan

Parmi les champs de déplacement @ € (CA) on cherche le champ u tel que :

@ les 3 équations de Navier (19) soient vérifiées ;

(20)
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Cas particulier

Compte tenu de la relation :
Au =V (diviz) — rot (rota)
I’équation de Navier peut également s’écrire :

(A +2p) V (diva) — prot (rota) + f* =0

Lorsque le probleme admet des symétries qui entrainent que
rotu =VAu=0
(cylindre sous pression) et que de plus f* = 0 on obtient

divu = constante

Méthode des déplacements - Bilan

Parmi les champs de déplacement @ € (CA) on cherche le champ u tel que :
@ les 3 équations de Navier (19) soient vérifiées ;

@ le champ de contrainte ¢ (M) associé par (17) et (16) soit statiquement
admissible.

(20)
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Schéma de résolution

%[ Choix d’un champ de déplacement a € (CA) ]P
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Schéma de résolution

%[ Choix d’un champ de déplacement a € (CA) ]P

\ \ Y \ \
{[ Calcul de € par dérivation de u }}

F. PETITIE. ( anique) ELASTICITE



Formulation du probléme d’équilibre élastique

Schéma de résolution

F. PETITIEAN

(

%[ Choix d’un champ de déplacement a € (CA) ]P

[

l ¥

l l

{[ Calcul de € par dérivation de u }}

[

| ¥

| |

{[ Calcul de ¢ par la loi de Hooke }}

D)
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Schéma de résolution

F. PETITIEAN

%[ Choix d’un champ de déplacement a € (CA) ]P

\ \ ¥ \ \

{[ Calcul de € par dérivation de u

| | ¥ | |

{[ Calcul de ¢ par la loi de Hooke }}

| | ¥ | |

u doit vérifier les équations de Navier

N——




Formulation du probléeme d’équilibre élastique [BVEIATeYeLENe ERTECIRIEATEY ¥

Schéma de résolution

—[Choix it (i) GO s oty ) (= (CA)]—

\ \ ¥ \ \

[Caloul de € par dérivation de ﬂm

\ \ v \ \
[Calcul de & par la loi de Hooke]

| | Y | |

u doit vérifier les équations de Navier

I T

4{ o doit vérifier les conditions limites en effort }7
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Schéma de résolution

—[[Choix it (i) GO s oty ) (= (CA)}]—

\ \ ¥ \ \

[Caloul de € par dérivation de ﬂm

\ \ v \ \
[Calcul de & par la loi de Hooke]

| | Y | |

u doit vérifier les équations de Navier

I T

4{ o doit vérifier les conditions limites en effort }7

|

[Solution 1 U, &, EW

N—
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Chapitre II - Résolution de problemes

Objectifs :

Appliquer les méthodes précédentes a des cas classiques d’élasticité
tridimensionnelle et bidimensionnelle
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Chapitre II - Résolution de problemes

Objectifs :

Appliquer les méthodes précédentes a des cas classiques d’élasticité
tridimensionnelle et bidimensionnelle

Sommaire
@ Probléme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique
@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

@© Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression

@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problémes d’élasticité plane
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Probléme 1 - Traction-compr ion d’une barre

Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique
@ Position du probleme

@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique
@ Probleme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression

@ Probleme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problémes d’élasticité plane




Probléme 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique
Données de probléme : on considére un corps {2 de forme cylindrique avec les
conditions de chargement suivant :
‘u.g = ut =4
Ff=F5=0 FS$=0 F§=F5=0

ELASTICITE




Probléme 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique
Données de probléme : on considére un corps {2 de forme cylindrique avec les
conditions de chargement suivant :
‘u.g = ut =4
Ff=F5=0 FS$=0 F§=F5=0

o Force volumique nulle :
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Probléme 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique
Données de probléme : on considére un corps {2 de forme cylindrique avec les
conditions de chargement suivant :
‘u.g = ut =4
Ff=F5=0 FS$=0 F§=F5=0

o Force volumique nulle :

f'=0 surQ
@ Surface latérale libre de contrainte :

F° =0 surdQ—(SoUS))

ELASTICITE




Probléme 1 - Tract Co LU MWL S Position du problédme

Probléme 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique
Données de probléme : on considére un corps {2 de forme cylindrique avec les

conditions de chargement suivant :

o Force volumique nulle : ~
ff=0 surQ
@ Surface latérale libre de contrainte :
F =0 surdQ—(SoUS;)
@ Conditions aux limites mixtes au extrémités :

F; =F7 =0 sur Set S

u::() sur So; uﬁ:é sur S;

ol § est la donnée cinématique du probléeme

Janvier 2012
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Probléme 1 - Traction-compr ion d’une barre

Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique

o Résolution
@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique
@ Probleme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression

@ Probleme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problémes d’élasticité plane




bleme 1 - Traction-compression d’une barre [ELEYIEFTe5e

Résolution

La méthode de résolution proposée consiste a partir d’une forme supposée du tenseur
des contraintes et de montrer que ce tenseur est statiquement admissible.

On s’appuie ensuite sur la propriété d’unicité pour justifier que le champ de
contrainte proposé et la solution du probléeme d’élasticité.
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me 1 - Traction-compr 3 NSRRI EROYI Résolution

Résolution

La méthode de résolution proposée consiste a partir d’une forme supposée du tenseur
des contraintes et de montrer que ce tenseur est statiquement admissible.

On s’appuie ensuite sur la propriété d’unicité pour justifier que le champ de
contrainte proposé et la solution du probléeme d’élasticité.

Exercice 2-1. On se place dans le repére cartésien (Ozyz) tel que Oz est I'axe du
cylindre.

@ Proposer un champ de tenseur & (M) solution.

@ Vérifier que 7 (M) est statiquement admissible et qu’il satisfait aux équations de
Beltrami.

@ Calculer le champ de déformation g (M) puis le champ de déplacement solution
u(M).
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Correction

Question 1 - La symétrie du probleme suggere de choisir un champ de contrainte
homogene de la forme :

E’:




Probléme 1 - Traction-compr ion d’une barre

Correction

Question 1 - La symétrie du probleme suggere de choisir un champ de contrainte

homogene de la forme :

o
G=06RQ¢€e; ou [0]=] 0
0

o O O
o O O




bleme 1 - Traction-compression d’une barre [ELEYIEFTe5e

Correction

Question 1 - La symétrie du probleme suggere de choisir un champ de contrainte
homogene de la forme :

c 0 O
G=06RQ€e; ou [0J=]0 0 O
0 0 O

Question 2 -

e Vérification des équation d’équilibre : le tenseur & vérifie les équations (13) et
(14) ; il est donc statiquement admissible.
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raction-compression d’une barre EEEEIITRTEY

Correction

Question 1 - La symétrie du probleme suggere de choisir un champ de contrainte

homogene de la forme :

Qi

I

Q

ol

8

®

ol

8

o

<

)

I
o o qQ
o oo
o oo

Question 2 -

e Vérification des équation d’équilibre : le tenseur & vérifie les équations (13)
(14) ; il est donc statiquement admissible.

e Vérification des équations de Beltrami : le champ & (M) étant uniforme les
équations de Beltrami (18) sont automatiquement vérifiées.

Janvier 2012
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Question 3 - Calcul du champ de déformation associé par la loi de Hooke (équation
16) :

E:




tion-compre: rr. Résolution
Question 3 - Calcul du champ de déformation associé par la loi de Hooke (équation
16) :

F 0 0
- O_ B vo _ ) ) y
E:E€z®e@_f(ey®€y+€z®€z) ou [g]=1]0 _EU 3

0 0 _EU

Ce tenseur est également homogene mais il n’est plus uniaxial.
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bléeme 1 - Traction-compression d’une barre SEEl)INFTeS

Question 3 - Calcul du champ de déformation associé par la loi de Hooke (équation
16) :

- O_ __ vo,_ __ . _ __
EZEeJB@em—f(ey@ey—i—ez@ez) ou [e] =

o o9

0
r
E
0

Ce tenseur est également homogene mais il n’est plus uniaxial.

Calcul de u (M) par intégration de € :

8uz_€ .8uy_€ .Buz_g
or ~ oy T YW 0z 7
8%1_ . .
8:c]~_0 i F ]

d’ol, apres intégration,

@ (M) =
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bléeme 1 - Traction-compression d’une barre SEEl)INFTeS

Question 3 - Calcul du champ de déformation associé par la loi de Hooke (équation
16) :

o _ _ vo ,_ _ _ —
:Eez®61_f(ey®ey+€z®ez) ou [¢] =

Rl
o o9

om\: o

Ce tenseur est également homogene mais il n’est plus uniaxial.

Calcul de u (M) par intégration de € :

8uz_€ .8uy_€ .Buz_g
or ~ oy T YW 0z 7
8%1_ . .
8:c]~_0 i F ]

d’ol, apres intégration,

a(M):%xéz—u%(yéy+zéz)+5\+wAfc

A vecteur de translation arbitraire

w vecteur de rotation arbitraire
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Les conditions limites en déplacement permettent de déterminer les constantes
d’intégration :

@ sur Sp :

U, =0 pourz=0 —




Les conditions limites en déplacement permettent de déterminer les constantes
d’intégration :

@ sur Sp :

U, =0 pourz=0 —

o Sur S;:

uz(l,0,0):%lzé = o= %




>me 1 - Traction-compression d’une barre REEEEITRTEY

Les conditions limites en déplacement permettent de déterminer les constantes
d’intégration :

e sur Sy :
A =0
uy; =0 pourxz=0 =— b—we (W, =w, = 0)
e Sur S : 5
o
Bilan :

La solution du probleme élastique est donnée par les équations :

EZEgéz(@éz

0. o,

E:7€z®ez_l’7(ey®ey+6z®ez)
é

a (M) = § (wer — v (ye, + 2.))

Janvier 2012

71 /171



Probléme 1 - Traction-compression d’une barre [EIEELINERTeE

Les conditions limites en déplacement permettent de déterminer les constantes
d’intégration :

e sur Sy :
A =0
uy; =0 pourxz=0 =— b—we (W, =w, = 0)
e Sur S : 5
o
Bilan :

La solution du probleme élastique est donnée par les équations :

3=E§Ez®éz

0. o,

E:7€z®ez_l’7(ey®ey+€z®ez)
é

a (M) = § (wer — v (ye, + 2.))

Remarque : le champ de déplacement est défini & une translation paralléle & Oyz et
une rotation autour de Oz preés. Est-ce permis dans une résolution EF 7
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Question complémentaire :

Le probléme étant maintenant résolu, on peut chercher & vérifier si le solide est bien
en équilibre statique sous 'action des forces extérieures.




Question complémentaire :

Le probléme étant maintenant résolu, on peut chercher & vérifier si le solide est bien
en équilibre statique sous 'action des forces extérieures.

Les efforts surfaciques sur Sp et 5; sont uniformément répartis et les vecteurs
contraintes sont donnés par :

&1

Qi

F ﬁ:E§(§I®Ez).ﬁ

=T (M,a)=




Question complémentaire :

Le probléme étant maintenant résolu, on peut chercher & vérifier si le solide est bien
en équilibre statique sous 'action des forces extérieures.

Les efforts surfaciques sur Sp et 5; sont uniformément répartis et les vecteurs
contraintes sont donnés par :

e Sur S;:




Question complémentaire :
Le probléme étant maintenant résolu, on peut chercher & vérifier si le solide est bien
en équilibre statique sous 'action des forces extérieures.

Les efforts surfaciques sur Sp et 5; sont uniformément répartis et les vecteurs
contraintes sont donnés par :

FS:T(M,ﬁ):?.ﬁ:E%(ﬁ@Eﬂ.ﬁ
e Sur 5;:

— i) _ 5
T(M:EI):E?EI - FI:SE?E;;:SUEI




Question complémentaire :

Le probléme étant maintenant résolu, on peut chercher & vérifier si le solide est bien
en équilibre statique sous 'action des forces extérieures.

Les efforts surfaciques sur Sp et 5; sont uniformément répartis et les vecteurs
contraintes sont donnés par :

F°=TM,a)=6.a=E

e Sur S;:

e Sur Sy :




Question complémentaire :

Le probléme étant maintenant résolu, on peut chercher & vérifier si le solide est bien
en équilibre statique sous 'action des forces extérieures.

Les efforts surfaciques sur Sp et 5; sont uniformément répartis et les vecteurs
contraintes sont donnés par :

F°=TM,a)=6.a=E

e Sur S;:

— i) 5
T(M:EI):E?EI - FI:SE?E;;:SUEI

e Sur Sy :

Fo= — SE‘—; & = —Soes

l

T(M,—%)= —E%a

FIN DU PROBLEME



Probléme 2 - Torsion infinit male d’une barre cylindrique

Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique

@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique
@ Position du probleme

@ Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression

@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problémes d’élasticité plane




2 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrigue

Probléme 2 - Torsion d’une barre cylindrique
Position du probléme

On note Ozyz un systéme de coordonnées cartésiennes orthonormées et on considére
une barre cylindrique d’axe Oz, de longueur [, constituée d’'un matériau élastique.
On désigne par S la section courante et on note Sp et S les
sections extrémités.

Description du chargement :

ELASTICITE




Probléme 2 - Torsion d’une barre cylindrique
Position du probléme

On note Ozyz un systéme de coordonnées cartésiennes orthonormées et on considére
une barre cylindrique d’axe Oz, de longueur [, constituée d’'un matériau élastique.

On désigne par S la section courante et on note Sp et S les
sections extrémités.

Description du chargement :

@ Les forces volumiques sont nulles sur €2 :

=0

ELASTICITE




me 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrigue

Position du probléme

Probléme 2 - Torsion d’une barre cylindrique
Position du probléme

On note Ozyz un systéme de coordonnées cartésiennes orthonormées et on considére
une barre cylindrique d’axe Oz, de longueur [, constituée d’'un matériau élastique.

On désigne par S la section courante et on note Sp et S; les
sections extrémités.

Description du chargement :
o Les forces volumiques sont nulles sur 2 :
=0

o La surface latérale est libre de contrainte :

F° =0 sur 89 — So — S
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Probléme 2 - Torsion d'une barre cylindrique
Position du probléme

On note Ozyz un systéme de coordonnées cartésiennes orthonormées et on considére
une barre cylindrique d’axe Oz, de longueur [, constituée d’'un matériau élastique.

On désigne par S la section courante et on note Sp et S; les
sections extrémités.

Description du chargement :

o Les forces volumiques sont nulles sur 2 :
ff=0 (21)
o La surface latérale est libre de contrainte :

F° =0 sur Q2 — So — S (22)

o Les données sur les surfaces d’extrémités Sp, S; sont
incomplétes. On impose que les torseurs des forces
surfaciques F° sur S; et sur Sp soient équivalents & un
moment d’axe Oz :
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Probléme 2 - Torsion d'une barre cylindrique

Position du probléme
On note Ozyz un systéme de coordonnées cartésiennes orthonormées et on considére
une barre cylindrique d’axe Oz, de longueur [, constituée d’'un matériau élastique.

On désigne par S la section courante et on note Sp et S; les
sections extrémités.
Description du chargement :

o Les forces volumiques sont nulles sur 2 :

ff=0 (21)
o La surface latérale est libre de contrainte :
F° =0 sur Q2 — So — S (22)

o Les données sur les surfaces d’extrémités Sp, S; sont
incomplétes. On impose que les torseurs des forces
surfaciques F° sur S; et sur Sp soient équivalents & un
moment d’axe Oz :

le torseur des forces surfacique F sur S est (0,0,Ce) (23)

le torseur des forces surfacique F sur So est (0,0,-Ce) (24)
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Probléme 2 - T infini E IR TR oT8 S AP SLTe b eIl  Position du probléme

Objectif de I’étude :

Le but de I’étude est de construire une solution d’équilibre élastique en accord avec
les conditions limites (21)-(24).

. N N R —=S
Cette solution correspondra a des formes particulieres pour les distributions F'~ sur
So et S; qui seront donc fixées a posteriori.
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Probléme 2 - T infini E IR TR oT8 S AP SLTe b eIl  Position du probléme

Objectif de I’étude :

Le but de I’étude est de construire une solution d’équilibre élastique en accord avec
les conditions limites (21)-(24).

. N N R —=S
Cette solution correspondra a des formes particulieres pour les distributions F'~ sur
So et S; qui seront donc fixées a posteriori.

Remarques :

O Cette méthode dite semi inverse (CL non entierement définies) a été introduite
par A. Barré de St. Venant en 1853.
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Objectif de I’étude :

Le but de I’étude est de construire une solution d’équilibre élastique en accord avec
les conditions limites (21)-(24).

. N N e —=S
Cette solution correspondra a des formes particulieres pour les distributions F'~ sur
So et S; qui seront donc fixées a posteriori.
Remarques :

O Cette méthode dite semi inverse (CL non entierement définies) a été introduite
par A. Barré de St. Venant en 1853.

@ Les conditions limites (22)-(24) ne portant que sur des forces il faut s’assurer
qu’elles sont compatibles avec ’équilibre statique.

C’est le cas puisque le torseur de tous les efforts extérieures est nul (cf. 'exercice
Torsion d’un cylindre de section circulaire)
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Probléme 2 - Torsion infinit male d’une barre cylindrique

Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique

@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

@ Résolution

@ Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression

@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problémes d’élasticité plane




Probléme 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrique IEERYTITS

Résolution par la méthode du déplacement Idée :

Le chargement appliquée sur la barre (couple Ce;) entraine une torsion autour de
I'axe Oz. On propose done de chercher une solution en déplacement de la forme

w(M)=aze; AN OM + ap (z,y) & (25)
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Résolution

Probléme 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrique

Résolution par la méthode du déplacement Idée :

Le chargement appliquée sur la barre (couple Ce;) entraine une torsion autour de
I'axe Oz. On propose done de chercher une solution en déplacement de la forme

w(M)=aze; AN OM + ap (z,y) & (25)

Justification du champ de déplacement proposé :
@ Dans I'hypothése des déplacements infinitésimaux, le terme aze, A OM
correspond & une rotation d’ensemble de la section courante S autour de Oz

d’angle # = az (rotation proportionnelle & la cote en z).
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrique IEERYTITS

Résolution par la méthode du déplacement Idée :

Le chargement appliquée sur la barre (couple Ce;) entraine une torsion autour de
I'axe Oz. On propose done de chercher une solution en déplacement de la forme

w(M)=aze; AN OM + ap (z,y) & (25)

Justification du champ de déplacement proposé :
@ Dans I'hypothése des déplacements infinitésimaux, le terme aze, A OM
correspond & une rotation d’ensemble de la section courante S autour de Oz
d’angle # = az (rotation proportionnelle & la cote en z).

@ Le terme ay (z,y) &; permet d’introduire un éventuelle gauchissement de la
section selon e, que l'on le suppose indépendant de la position en z de la section.
a et o sont des grandeurs & déterminer en fonction des données du probléme.
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Probléme 2 - T infini ale d’une barre cylindrique [SEELIIITITe3:

Exercice

Exercice 2-2. Calcul des grandeurs cinématiques

@ Calculer les composante de @ sur Ozyz et en déduire le champ de déformation

z(M).

@ Montrer ou justifier, a partir de la forme du tenseurs des déformations, les
observations suivantes :

@ la déformation volumique &, est nulle en tout point;
© les sections droites ne sont pas déformées dans leur plan;

© une fibre dirigée selon Oz ne subit aucun allongement et reste droite.

@ Calculer
parallele

(M) en utilisant la loi de Hooke et montrer que sur une facette

T
a Oz, il ne s’exerce qu'une contrainte de cisaillement parallele & Oz.
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Question 1 - Composante de @ sur Ozyz :

Uy = ;o Uy = o U = (26)
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d’une

Question 1 - Composante de @ sur Ozyz :

Uy = —Q2y; Uy = azr; U = ap(z,y) (26)
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nale d’une bz

Question 1 - Composante de @ sur Oxyz :

Uy = —Q2y; Uy = azr; U = ap(z,y) (26)

L’hypothése des déplacements infinitésimaux impose que

max (Juz |, [, [us]) <1




imale d’une VLGB Résolution

Question 1 - Composante de @ sur Oxyz :

Upg = —Qzy; Uy =azz; u, = ap(z,y) (26)

L’hypothése des déplacements infinitésimaux impose que

max (Juz |, [, [us]) <1

Calcul du champ de déformation selon la relation (17) :
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ale d’une barre cylindrique [Bs¥EIEEFTe500

Question 1 - Composante de @ sur Oxyz :

Upg = —Qzy; Uy =azz; u, = ap(z,y)

L’hypothése des déplacements infinitésimaux impose que

max (Juz |, [, [us]) <1

Calcul du champ de déformation selon la relation (17) :

- 1 0
E(x,y,z):§a<a—:— >(éz®éz+éz®‘ez) 0 0 e,
ou [e]=[0 0 ey
]. 8 — — — - zT z 0
+§a<a—<§+x)(ey®ez+ez®ey) Eao Ezy

F. PETITIEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique LIRS

Question 1 - Composante de @ sur Oxyz :

U = — QY Uy = QAT; Uz = QP (m’ y) (26)

L’hypothése des déplacements infinitésimaux impose que

max (Juz |, [, [us]) <1

Calcul du champ de déformation selon la relation (17) :

_ 1 0
a‘(m,y,z):§a<8—f— >(éz®éz+éz®‘ez) 0 0 e,
ou [g]=0 0 ey (27)
]. 8 — — — - 2T z O
+§a<a—<§+x)(ey®ez+ez®ey) Eao Ezy

Observations :
o La déformation volumique est nulle en tout point ; en effet :

ey =trée=0
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique LIRS

Question 1 - Composante de @ sur Oxyz :

U = — QY Uy = QAT; Uz = QP (m’ y) (26)

L’hypothése des déplacements infinitésimaux impose que

max (Juz |, [, [us]) <1

Calcul du champ de déformation selon la relation (17) :

_ 1 0
a‘(m,y,z):§a<a—f— >(EZ®EZ+EZ®EZ) 0 0 e,
ou [g]=0 0 ey (27)
]. 8 — — — - 2T z O
+§a<a—<§+m)(ey®62+62®ey) Eao Ezy

Observations :
o La déformation volumique est nulle en tout point ; en effet :

ey =trée=0

o Les sections droites ne sont pas déformées dans leur plan puisque

€z = Eyy = Eyz =0
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique LIRS

Question 1 - Composante de @ sur Oxyz :

U = — QY Uy = QAT; Uz = QP (m’ y) (26)

L’hypothése des déplacements infinitésimaux impose que

max (Juz |, [, [us]) <1

Calcul du champ de déformation selon la relation (17) :

- 1 0
5(m,y,z):§a<a—f— >(EZ®EZ+EZ®_61) 0 0 e,
ou [g]=0 0 ey (27)
]. 8 — — — - 2T z O
+§a<a—j+m)(ey®62+ez®ey) Eao Ezy

Observations :
o La déformation volumique est nulle en tout point ; en effet :

ey =tré=0
o Les sections droites ne sont pas déformées dans leur plan puisque

€z = Eyy = Eyz =0

o Une fibre dirigée selon Oz ne subit aucun allongement et reste droite; en effet
e(M,e;) =€..=0
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Probléme 2 - sion infinitésimale d’une bz cylindrique

Question 2 - Calcul du champ de contrainte (loi de Hooke (16)) :

- 0 .
o (z,y,2) = pa (67(5_1/) (e ®e +e ) 0 0 o0
[c]=10 0 oy (28)
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique LIRS

Question 2 - Calcul du champ de contrainte (loi de Hooke (16)) :

- 0 o
U(ac7y7z):ua(a—i—y) (61®6Z+ez®ez) 0 0 Oxz
[c]=10 0 oy (28)

Sur une facette paralléle a Oz, il ne s’exerce qu'une contrainte de cisaillement
parallele & Oz puisque les vecteurs contraintes T (M, e;) et T (M, €,) sont portés par
€.
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Commentaires : Le fait qu’une fibre droite reste droite aprés torsion de la barre

peut paraitre paradoxal dans I'idée intuitive que I'on se fait d'une barre tordue!
Ce paradoxe est lié & notre hypothése des petits déplacements.
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrique IEERYTITS

Commentaires : Le fait qu’une fibre droite reste droite aprés torsion de la barre

peut paraitre paradoxal dans I'idée intuitive que 1’on se fait d’une barre tordue!
Ce paradoxe est lié & notre hypothése des petits déplacements.

Pour visualiser ce mode de déformation on peut imaginer la barre comme un
assemblage de fibres trés fines paralléles & O=.
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrique IEERYTITS

Commentaires : Le fait qu’une fibre droite reste droite aprés torsion de la barre

peut paraitre paradoxal dans I'idée intuitive que 1’on se fait d’une barre tordue!
Ce paradoxe est lié & notre hypothése des petits déplacements.

Pour visualiser ce mode de déformation on peut imaginer la barre comme un
assemblage de fibres trés fines paralléles & O=.

Dans la torsion infinitésimale ces fibres s’inclinent sur Oz et subissent une
translation paralléle & cet axe.
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Probléme 2 - T infini ale d’une barre cylindrique RS¥EI)RGTeS0!

Exercice

Exercice 2-3. Montrer en exploitant les équations d’équilibre et les conditions
limites les relations suivantes

2 2

0 0
Do = 5E () + 8—;” (z,9) =0 dansQ (29)

ou Az désigne le laplacien bidimensionnel de ¢, et

Vop.n = ngy — nyx surdS, bord de la section S (30)

ol Va2 désigne le gradient de ¢ en dimension 2 et 7 = ny €, + nye, est le vecteur
normal & la surface latérale.
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Probléme 2 - Torsion infinit

ale d’une barre cylindrique [Bs¥EIEEFTe500
Correction

Les équations d’équilibre (relation (13)) sur z et y sont automatiquement vérifiées, il
reste I’équation sur z

00 00

or oy

soit, en utilisant 1’expression donnée en (28),

=0

8230 8280
Agp = w(z,yHaﬁyz(x,y) =0 dansQ
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique LIRS

Correction

Les équations d’équilibre (relation (13)) sur z et y sont automatiquement vérifiées, il
reste I’équation sur z
00 00

=0
oz oy
soit, en utilisant 1’expression donnée en (28),
3230 8230
Bap = o5 (2,9) + 672(’“’) =0 dansQ

Exploitation des conditions limites sur la surface libre (relation (21))
Ga=F =0 sur 92— S — S

on obtient la relation 5
Ny —— +ny8—y +nyz —n,y =0

soit, dans ’espace a 2 dimensions

Vap.n = ngy — nyx surdS, bord de la section S
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Probléme 2 - Torsion infinit ale d’une barre cylindrique RS¥EI)RGTeS0!

Probléme de Neumann

Résultat mathématique :

La théorie des EDP montre que les équations (29) et (30) permettent de déterminer
la fonction ¢.

Ces équations définissent le probleme de Neumann.
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Probléme 2 - T infini ale d’une barre cylindrique [SEELIIITITe3:

Probléme de Neumann

Résultat mathématique :

La théorie des EDP montre que les équations (29) et (30) permettent de déterminer
la fonction ¢.

Ces équations définissent le probleme de Neumann.

Question :

La fonction ¢ ainsi trouvée vérifie t-elle les conditions aux limites (23)-(24) imposées
sur les sections d’extrémités Sp, S;, a savoir :

e le moment résultant s’écrit M = Ce, sur S; (—Ce, sur Sp);

o la résultante R des forces surfaciques est nulle
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Probléme 2 - T infini ale d’une barre cylindrique RS¥EI)RGTeS0!

Calcul du moment résultant des forces surfacique sur S :

On a
M= [ OMAT(M,e,)da
S

Comme o,, =0, on a

M, =M, =0

Op Op
M, = 2 — YOuz) da = / (——l—x)— (—— )da
/s, (z0y: — Yoou2) da = pa B T Y

Le moment est bien de la forme M = Ceé,.

On trouve un moment résultant opposé sur Sp.

Janvier 2012

(31)
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Probléme 2 - Torsion infinit male d’une barre cylindrique

Calcul de la résultante des forces surfacique sur S; :

On a

=5(M)e,=T(M,e,) = R= | T(M,e,)da
Sy

d’ou les 3 équations scalaires

R, =

R, =




Probléme 2 - Torsion infinit male d’une barre cylindrique

Calcul de la résultante des forces surfacique sur S; :

On a

=5(M)e,=T(M,e,) = R= | T(M,e,)da
Sy

d’ou les 3 équations scalaires

R, = / Opda =
S

R, = / oy-da =
S

R, = / 0. da =
S




Probléme 2 - T infini ale d’une barre cylindrique RS¥EI)RGTeS0!

Calcul de la résultante des forces surfacique sur S; :

On a

d’ou les 3 équations scalaires

sz/azzda:/ua<a—¢— )da
S S ax
Oy

R :/Uzda:/ua<—+x>da
Y s) Y ) az

Rzz/azzda—
Sy

I
o
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique LIRS

Calcul de la résultante des forces surfacique sur S; :

On a
F'=5(M)e.=T(Me) = R=| T(M,e)da

d’ou les 3 équations scalaires

Montrons que ¢, solution du probleme de Neumann (29)-(30), vérifie

_ ¢ _

ou S est la section droite courante.
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique LIRS

On part de la condition Vop.n = n1y — naz que vérifie psur 9.5
(0% Op
(52 -0) e (G5 +e) o
En multipliant par z et en intégrant sur le contour 9., on obtient

o¢ O¢ _/ N
/é}s{x(a—x )nz—l—x(ay—i—x)ny]ds— 8Sw.nds—0

ou w est le vecteur de composante

_ .2 _ _ (92
wl_z(@x y),wz—z<ay+z)
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique LIRS

En utilisant le théoréme de la divergence on obtient

/ w.nd / divwda
Or, puisque Azp =0

ip = O Qw0 [ [Op 9 (. (%
w55y = (6 v) o (5 0))

_ 9

9
= 2 —y+alap =22 —y

Oz

Ainsi

Iz:/divﬂ)da:O
S

On démontre de méme que R, = 0 et par suite que R = 0.
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique LIRS

Bilan :

@ Le choix du champ de déplacement (25) est compatible avec les conditions
limites (22)-(24).

@ Le parametre « introduis dans le champ de déplacement est déterminé a partir
de la donnée C par la relation

C=puJa soit a= N% (32)

1= [o(2%12) —u (%) (33)

avec

F. PETITIEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012 89 / 171



ale d’une barre cylindrique [SEELIIITITe3:

Bilan :

@ Le choix du champ de déplacement (25) est compatible avec les conditions
limites (22)-(24).

@ Le parametre « introduis dans le champ de déplacement est déterminé a partir
de la donnée C par la relation

C=puJa soit a= A% (32)

J:Ax<%§+x)—y<%§— )da (33)

Commentaires sur le facteur J :

avec

o J est déterminé par la seule solution du probléme de Neumann (29)-(30).

o Il ne dépend que de la géométrie de la section droite S : c’est une caractéristique
intrinséque de la section (i.e. indépendante du systéme d’axe).

o Il est appelé inertie de torsion de la section; il a pour dimension la puissance
4¢ d’une longueur.

@ On peut montrer que J est positif.
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Probléme 2 - T infini ale d’une barre cylindrique RS¥EI)RGTeS0!

Reformulation du probléeme :

Le probléeme de torsion étant maintenant résolu on peut le reformuler ainsi.

@ Pour une barre cylindrique de section S donnée, on détermine la fonction ¢ en
résolvant le probléme de Neumann (29)-(30).

On peut ainsi calculer I'inertie de torsion J selon la relation (33).
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Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique LIRS

Reformulation du probléeme :

Le probléeme de torsion étant maintenant résolu on peut le reformuler ainsi.

@ Pour une barre cylindrique de section S donnée, on détermine la fonction ¢ en
résolvant le probléme de Neumann (29)-(30).

On peut ainsi calculer I'inertie de torsion J selon la relation (33).

@ La force surfacique o (z,y) sur S; (conditions limites (23)) peut alors étre
complétement définie :
C [(0p
FS _ (== _

F5 (z,y) = % (g—“; + a;> (34)

FP(z,y)=0

Les conditions sur Sp sont opposées.

F. PETITIEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012 90 / 171



ale d’une barre cylindrique [SEELIIITITe3:

Reformulation du probléeme :

Le probléeme de torsion étant maintenant résolu on peut le reformuler ainsi.

@ Pour une barre cylindrique de section S donnée, on détermine la fonction ¢ en
résolvant le probléme de Neumann (29)-(30).

On peut ainsi calculer I'inertie de torsion J selon la relation (33).

@ La force surfacique 7 (z,y) sur S; (conditions limites (23)) peut alors étre

complétement définie :
C (0
e =7 (5 )

FS (ny)= (g—‘; - w) (3
Ff(z,y) =0

Les conditions sur Sp sont opposées.

@ La solution est donnée par la formule (25) pour @ (M) et par (28) pour & (M).
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Probléme 2 - T infini ale d’une barre cylindrique RS¥EI)RGTeS0!

Commentaires :

o La relation C' = pJa montre que le couple de torsion est proportionnel a la
rotation différentielle «, ou encore, pour [ donnée, a la rotation de S; par rapport
a So.

@ « est ainsi appelé angle de torsion, il correspond a une torsion pour une
longueur de barre selon Oz unité.

o En introduisant module de cisaillement G on peut également écrire
C =G

G apparait ainsi comme le facteur de proportionnalité entre le couple C et
I’angle de torsion a.

Cette relation est a rapprocher la loi de Hooke uniaxiale en traction

F= ES#
ou encore, de la loi de variation de volume en compression :
AV
- %4
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orsion infinitésimale d’une barre cylindrique SEELIIITITe:

Tlustrations

Dy
v ‘-“"‘
s
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Résolution
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Probléme 2 - Torsion infinit male d’une barre cylindrique

Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique

@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

o Cas d’une barre de section circulaire
@ Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression

@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problémes d’élasticité plane




T AL L Tl S AN LI Cas d'une barre de section circulaire

Cas d’'une barre de section circulaire

On s’intéresse au cas particulier ol1 la section droite est un disque de rayon R.

Pour la section Sp de centre O, le probléme de Neumann pour ¢ s’écrit

Agpp=0 sur S

dp1 Op2
PRy

ni

La solution (& une constante prés) est : ¢ =0
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‘robléme 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrique UEEERGHTLTR TS S0 PRETIS ST W LT ES 15

Exercice

Exercice 2-4. Résolution du probléme de torsion d'une barre de section circulaire
(application du cas général).

o

(2]

Donner & partir de expression (25) les composantes du champ de déplacement
dans le repere cartésien (Ozyz) et dans un repére cylindrique (Orfz).

Calculer les composantes du tenseur des contraintes dans les deux repéres
cartésien et cylindrique.

Calculer l'inertie de torsion J selon la formule (33).

Montrer que la distribution des efforts surfaciques est une force orthoradiale,
c’est & dire dirigée normalement au rayon vecteur, et proportionnelle & r.
Comparer vos résultats avec 1’étude sur la torsion d'un cylindre.
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Correction

Question 1 - Expression du champ de déplacement & partir de I’expression (26) :

Composante de @ sur Ozyz : ou en coordonnées cylindrique :
Uy = —Q2Y U = azreg
Uy = Q2T
u, =0

Commentaire :

Comme u, = ap = 0 il n’y a pas gauchissement des sections droites.
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Probléme 2 - Tor

ale d’une barre cylindrique

Cas d’une barre de section circulaire

Question 2 - Expression du champ de contrainte d’aprés (28) :

Composante sur Ozyz : ou en coordonnées cylindrique :

Ogz = Oz — —UQY 00, = 0z = QT

Oyy = Ozy = UOT autres o4 =0

autres o =0

Commentaire :

En chaque point de la barre, on a un état de cisaillement simple dans le plan
paralléle & la section droite dont 'intensité est proportionnelle & r.

0 0 0
[O’] =10 0 (X P
0 0.9 0
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EIISNG ARSI TS WA It bS et Cas d’une barre de section circulaire

Question 2 - Expression du champ de contrainte d’aprés (28) :

Composante sur Ozyz : ou en coordonnées cylindrique :

Ogz = Oz — —UQY 00, = 0z = QT

Oyy = Ozy = UOT autres o4 =0

autres o =0

Commentaire :

En chaque point de la barre, on a un état de cisaillement simple dans le plan
paralléle & la section droite dont 'intensité est proportionnelle & r.

0 0 0
[O’] =10 0 (X P
0 0.9 0

Question 3 - Inertie de torsion (formule (33)) :

J =
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Probléme 2 - Tor

EIISNG ARSI TS WA It bS et Cas d’une barre de section circulaire

Question 2 - Expression du champ de contrainte d’aprés (28) :

Composante sur Ozyz : ou en coordonnées cylindrique :

Ogz = Oz — —UQY 00, = 0z = QT

Oyy = Ozy = UOT autres o4 =0

autres o =0

Commentaire :

En chaque point de la barre, on a un état de cisaillement simple dans le plan
paralléle & la section droite dont 'intensité est proportionnelle & r.

0 0 0
[O’] =10 0 (X P
0 0.9 0

Question 3 - Inertie de torsion (formule (33)) :

e RY
J:/($2+y2)da=/ / r’rdrdf =
s o Jo 2

c’est le moment d’inertie polaire autour de Oz.
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wn infinitésimale d'une barre (LU Cas d’une barre de section circulaire

Question 4 - Distribution des efforts surfaciques sur S; (relations (34)) :

Composante sur Ozyz : ou en coordonnées cylindrique :

c 2C =S 2c

Ff = ——1y = —— F - — TE
7 wrtY ()= TRe"®

c 2C
s_ LY _
Fy = 7= qat
Ff=0

Il s’agit d'une force surfacique orthoradiale, c’est a dire dirigée normalement au rayon
vecteur, et proportionnelle & r.

= ——T&p
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Cas d’une barre de section circulaire
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Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique
@ Probleme 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrique

@ Probleme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression
@ Position du probleme

@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problémes d’élasticité plane
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Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression

Position du probléme : on considére une enveloppe sphérique de centre O de
rayons mp et r1. On se place dans un systéme de coordonnées sphériques Orflp.

Les données sur les contours ne portent que sur les forces surfaciques (pas de
déplacement imposé) :
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Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression

Position du probléme : on considére une enveloppe sphérique de centre O de
rayons mp et r1. On se place dans un systéme de coordonnées sphériques Orflp.

Les données sur les contours ne portent que sur les forces surfaciques (pas de
déplacement imposé) :

@ Pression uniforme pp a l'intérieur :
FP(M)=per powrr=m (95%) \A\\
N

ELASTICITE




Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression

Position du probléme : on considére une enveloppe sphérique de centre O de
rayons mp et r1. On se place dans un systéme de coordonnées sphériques Orflp.

Les données sur les contours ne portent que sur les forces surfaciques (pas de
déplacement imposé) :

@ Pression uniforme pp a l'intérieur :

7 (M) =poer pour r=rmp (0S0) ” \\\

o Pression uniforme p; & Pextérieur : N

F°(M)=—pier pourr=r (951)

a8,
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Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression

Position du probléme : on considére une enveloppe sphérique de centre O de
rayons mp et r1. On se place dans un systéme de coordonnées sphériques Orflp.

Les données sur les contours ne portent que sur les forces surfaciques (pas de
déplacement imposé) :

@ Pression uniforme pp a l'intérieur :

7 (M) =poer pour r=rmp (0S0) ” \\\

o Pression uniforme p; & Pextérieur : N

F°(M)=—pier pourr=r (951)
@ Les force de volumes sont nulles : EM

fP(M)=0 surQ
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Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression

Position du probléme : on considére une enveloppe sphérique de centre O de
rayons mp et r1. On se place dans un systéme de coordonnées sphériques Orflp.

Les données sur les contours ne portent que sur les forces surfaciques (pas de
déplacement imposé) :

@ Pression uniforme pp a l'intérieur :

F°(M)=pe pourr=m (85) ” \\\

@ Pression uniforme p; a 'extérieur : N

—5
F" (M)=—-pig, pourr=mr (951)
@ Les force de volumes sont nulles : as,

fP(M)=0 surQ

Le but de I'étude est de calculer la solution du probléme d’élasticité c’est-a-dire de
déterminer les champs solutions z (M) ,&(M),& (M) en tout point M du solide.

C’est la méthode du déplacement qui est choisie.
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Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique
@ Probleme 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrique

@ Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression

o Résolution du probleme d’élasticité

@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problémes d’élasticité plane
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Résolution du probléme d’élasticité

La résolution est découpée en étapes selon le schéma général précédent :

@ Choix a priori d’une forme particuliere pour le champ de déplacement. Ce choix
permet de réduire le probleme & la détermination d’une fonction scalaire
dépendant de la seule composante radiale de M.
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La résolution est découpée en étapes selon le schéma général précédent :

@ Choix a priori d’une forme particuliere pour le champ de déplacement. Ce choix
permet de réduire le probleme & la détermination d’une fonction scalaire
dépendant de la seule composante radiale de M.

@ Calcul des tenseurs associés € (M) et & (M).

@ Formulation et résolution de I’équation de Navier.

@ Détermination des constantes d’intégration en exploitant les conditions limites
en efforts.
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19T Résolution du probléeme d’élasticité

La résolution est découpée en étapes selon le schéma général précédent :

@ Choix a priori d’une forme particuliere pour le champ de déplacement. Ce choix
permet de réduire le probleme & la détermination d’une fonction scalaire
dépendant de la seule composante radiale de M.

@ Calcul des tenseurs associés € (M) et & (M).
@ Formulation et résolution de I’équation de Navier.

@ Détermination des constantes d’intégration en exploitant les conditions limites
en efforts.

Etape 1 - Choix d’un champ de déplacement.
Exercice 2-5. Choix d’'un champ de déplacement et calcul des tenseurs associés
@ Justifier le choix a priori d’un champ de déplacement de la forme
u(M)=rf(r)e,

Quelle justification a posteriori peut-on donner au choix de tel ou tel forme de
solution ?

@ Calculer les tenseurs € (M) et & (M) correspondant.
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ISTEEISMN Résolution du probléme d’élasticité

Correction

Question 1 - Les propriétés de symétrie du probléeme (forme, chargement,
matériau), suggere de choisir un champ % uniquement radial et fonction de la seule
composante .

C’est le théoreme d’existance et d’unicité du probleme d’équilibre qui justifie a
posteriori le choix de telle forme du champ de déplacement.
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Résolution du probléme d’élasticité

Correction

Question 1 - Les propriétés de symétrie du probléeme (forme, chargement,
matériau), suggere de choisir un champ % uniquement radial et fonction de la seule
composante .

C’est le théoreme d’existance et d’unicité du probleme d’équilibre qui justifie a
posteriori le choix de telle forme du champ de déplacement.

Question 2 - Le champ de déformation correspondant est donné par (cf.
Pexpression de € en coordonnées sphériques) :

E=(rf'(r)+f(r)e@e +f(r) (o @ e + ey @ &)
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Résolution du probléme d’élasticité

Correction

Question 1 - Les propriétés de symétrie du probléeme (forme, chargement,
matériau), suggere de choisir un champ % uniquement radial et fonction de la seule
composante .

C’est le théoreme d’existance et d’unicité du probleme d’équilibre qui justifie a
posteriori le choix de telle forme du champ de déplacement.

Question 2 - Le champ de déformation correspondant est donné par (cf.
Pexpression de € en coordonnées sphériques) :

E=(rf' (N +f(r)e@e +f(r)(eo e + e © es)
Le champ de contrainte est donné par la loi de Hooke :

F=0E +2u) f () I+A+2u)rf (N ®e

AT (1) (B @ €p + € @ €5)
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ISTEEISMN Résolution du probléme d’élasticité

Exercice

Etape 2 - Résolution de I’équation de Navier

Exercice 2-6. Résolution de I’équation de Navier
@ Montrer que la fonction inconnue f vérifie ’équation différentielle
3f (r) +1f' (r) = 3a

Indication : on vérifiera pour cela que le champ de déplacement est irrotationnel.

@ Vérifier que la fonction

b
f(T)ZCH‘ﬁ

est une solution de I’équation précédente, ou a, b sont des constantes a
déterminer. En déduire expression du champ de déplacement % (M) en fonction
de a, b.
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Correction ) ) S
Question 1 - Le champ de déplacement est irrotationnel puisqu’il vérifie

ot =VAuU=0

(on peut également vérifier que Tu est symétrique).



Correction ) ) S
Question 1 - Le champ de déplacement est irrotationnel puisqu’il vérifie

rotu =VAu=0
(on peut également vérifier que Tu est symétrique).
L’équation de Navier prend alors la forme :
(A+2u)divi =@+ C avec f' = —-V®

Comme les forces volumiques sont nulles, le potentiel ® est constant, ’équation de
Navier devient :

dive = 3a
ou a est une constante a déterminer. L’équation & résoudre est donc

3f (r) +rf' (r) = 3a



Correction ) ) S
Question 1 - Le champ de déplacement est irrotationnel puisqu’il vérifie

rotu =VAu=0
(on peut également vérifier que Tu est symétrique).
L’équation de Navier prend alors la forme :
(A+2u)divi =@+ C avec f' = —-V®

Comme les forces volumiques sont nulles, le potentiel ® est constant, ’équation de
Navier devient :

dive = 3a
ou a est une constante a déterminer. L’équation & résoudre est donc

3f (r) +rf' (r) = 3a

Question 2 - Cette équation différentielle peut étre résolue par la méthode du
facteur intégrant. On obtient

b
fir)=a+ poc
ou a et b sont des constantes a déterminer.

Le champ de déplacement solution a donc pour expression

u(r)y=rf(r)e = (ar+ 7%) er



ISTEEISMN Résolution du probléme d’élasticité

Exercice

Etape 3 - Détermination des constantes d’intégration

Exercice 2-7. Déterminer les constantes d’intégration en exploitant les conditions
limites du probléme et résoudre complétement le probleme d’élasticité.

@ Montrer que les composantes de € et & s’écrivent

2b b

ew—a—ﬁ, 699:5¢¢:a+ﬁ, autres €;; =0
2B B

UW:A—T—?), 099=U¢¢2A+ﬁ, autres o5 =0

avec

A= B \+2u)a, B=2ub

@ Ecrire les relations que doivent vérifier les constantes d’intégration A, B pour
que le champ de contrainte satisfasse les conditions de contour.

@ Déterminer les constantes d’intégration et résoudre complétement le probleme
d’élasticité.
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Résolution du probléme d’élasticité

Correction

Question 1 - On a les relations

feat i o =3e-f=-2

En remplacant f et rf’ dans les expressions de € et & on obtient :

@ les composantes du tenseur des déformations

2b b
6TT=a—ﬁ, 699:€¢¢:a—|—ﬁ, autres €;; =0

o les composantes du tenseur des contraintes

2B
O = A — —

B
= Oog =0y = A+ —, autresoy =0
r

r3’

avec

A=B\+2u)a, B=2ub
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Question 2 - Condition sur 95y, on a F~ = poe,, et n = —e,, ainsi

T(M,7)=F" =pe, = T(M,e)=—-T(M,7)=—poe

ainsi o
omr=T(M,e).e- = —po

d’ou la relation :
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Question 2 - Condition sur 95y, on a F~ = poe,, et n = —e,, ainsi

T(M,7)=F" =pe, = T(M,e)=—-T(M,7)=—poe

ainsi o
omr=T(M,e).e- = —po

d’ou la relation :

B
A — 273 = —Po
"o
Condition sur 951, on a FS = —pi&,, et . = e, soit

T(M7 ér) = —Dpiér = Oprr = —P1
d’ou la relation :

A—-2
T

B
P S
1

Question 3 - Les constantes A et B sont obtenues en résolvant le systeme linéaire
2 x 2 précédent, on obtient :

3 3 3 3
_ porg — pimi B = 1 o1
- 3 3 ) _7(p0_p1) 3 3

=1 2 =1

et donc



Résolution du probléme d’élasticité

Bilan

On a déterminé un champ ¢ (M) € (SA) et un déplacement @ (M) € (CA), le couple
(6 (M),u(M)) est donc I'unique solution du probleme d’élasticité posé.

I
_ B 1 A B 1 A
M) =(-Z2=+—-2 Ja@e+|( o=t ) (Dt 0F
E(M) ( + M>e ®e +(2/“”3+3)\+2M>(69®69+6¢®6¢)

wrd o 3N+2
- 2B L B o -
U(M): _7‘3 +A)e®e + ﬁ—i_A (69®69—|—e¢®6¢)
T — T 7‘37‘
A= pOT%_i’;’ i B= % (po — p1) TSO—iS
1 0 1 0

Remarque : ce probleme peut également étre résolu par la méthode des contraintes
en utilisant une forme réduite des équations de Beltrami propre aux probleme
possédant une symétrie sphérique : une idée de DS'!

FIN DU PROBLEME
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Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique
@ Probleme 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrique

@ Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression

o Cas de la sphere pleine

@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problémes d’élasticité plane
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Cas de la sphere pleine
Le cas de la sphere pleine correspond a rp = 0.
e La régularité de la solution pour r = 0 impose que b = 0 (sinon lin%) ur (1) = 00),
r—

d’ou
B=0

e La condition limite sur 951 permet de déterminer A :

A:—pl
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9T Cas de la sphére pleine

Cas de la sphere pleine

Le cas de la sphere pleine correspond a rp = 0.

o La régularité de la solution pour r = 0 impose que b = 0 (sinon lir% ur(r) = 00),
r—
d’ou
B=0

@ La condition limite sur 951 permet de déterminer A :

A:—pl

Ainsi, le champ de contrainte dans la sphere est donné par :
&= —pi1 (contrainte isotrope)

et le champ de déplacement est donné par :

P ’:—ﬂrér

u(r):areT:—mrer 3K

Remarque :

Cette solution reste valable quelque soit la forme du solide plein soumis & une
pression normale uniforme. On retrouve un résultat déja établis.
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Limite initiale d’élasticité

Limite initiale d’élasticité

On se place dans le cas ou po = 0 et on suppose que la limite élastique du matériau
est régie par le critere de Tresca

— _ DI
f (@) = max (joi —oj]) —ou <0

Exercice 2-8. Limite d’élasticité

@ Ecrire la condition de non plastification en fonction de pi, 70, 71,05 et 7.
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Limite initiale d’élasticité

On se place dans le cas ou po = 0 et on suppose que la limite élastique du matériau
est régie par le critere de Tresca

— _ DI
f (@) = max (joi —oj]) —ou <0

Exercice 2-8. Limite d’élasticité

@ Ecrire la condition de non plastification en fonction de pi, 70, 71,05 et 7.

@ Tous les parametres étant fixés, montrer que la contrainte limite est atteinte en
premier lieu sur la paroi intérieure de la sphere.

On note p* la valeur de la pression limite en ces points. Calculer p* en fonction
de 19,71, 05.
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Correction

Question 1 - Le repére sphérique étant principal, le critére de Tresca s’écrit
directement

f (?) = 1?}%3 (|01 - Uj') = |UTT - 060| —0s <0
soit,
§ b1 7”87’1 o
27— 13 s




ISTEEHSMN Limite initiale d’élasticité

Correction

Question 1 - Le repére sphérique étant principal, le critére de Tresca s’écrit
directement

f@) = lg}%)é?)ﬂffi —0j]) = |ow — oge| —0s <0
soit,
3 3 3
B 3101 3To;“1 < o,
20 —15 T

Question 2 - Puisque r intervient au dénominateur, les points ou le critere de
Tresca est maximal sont situés sur la surface intérieure 95y (i.e. 7 = o) .

La pression extérieure maximale admissible p* vérifie donc la relation

=0y

3 pri
2 f’—rS’

soit

Janvier 2012
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Limite initiale d’élasticité

Compléments - On fixe le rayon intérieur 79 et on s’intéresse a la relation

ri — p* (r1). Cette relation est de la forme

1
P T
P =30,
T o k%
4
oo - 30.(1-4)
0 o 2rg r
On a 9
p*(r0) =0, lim p* (r) =p"" = o,
71— 00 3

sk

* 2 1 7
p*(r =2n) = gas (1 — 2—3> 8p

Lorsque le rayon extérieur est deux fois plus grand que le rayon intérieur, la pression
admissible vaut déja 88% de la pression maximale admissible : on ne gagne donc pas

grand chose a augmenter beaucoup ’épaisseur de la coque.
Janvier 2012
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ISTEEHSMN Limite initiale d’élasticité

Commentaires

L’état de contrainte dans une spheére pleine en compression uniforme est donné par le
tenseur sphérique

= —pi1

Qll

Le critére de la contrainte tangentielle maximum (Tresca) n’est donc jamais violé : sa
résistance a la compression est donc illimitée.

2

En revanche, pour une creuse, lorsque 7o — 0 on a p* = 3

os et cela quelque soit 7.

Par conséquent, la présence d’un micro-défaut réduit considérablement la résistance a
la compression uniforme.
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Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique
@ Probleme 2 - Torsion infinitésimale d'une barre cylindrique
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o Cas de la coque sphérique mince
@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problémes d’élasticité plane
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s oI Cas de la coque sphérique mince

Cas de la coque sphérique mince

On reprend le cas de la sphére du probléme général précédent et on note

e=r—1 I’épaisseur de la coque

R= % (0 +11) le rayon moyen

On s’intéresse au cas particulier o1 I’épaisseur est infiniment mince relativement au
rayon, c¢’est-a-dire tel que

e< R %<<1
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Cas de la coque sphérique mince

Cas ou la pression extérieure est supposée nulle : p; =0

Exercice 2-9. Formule des chaudronniers

@ Calculer, a partir des formules générale, la composante circonférentielle o9, dans
le cas particulier ou la pression extérieure est nulle.

@ Montrer que lorsque la coque est mince, la contrainte circonférentielle est

approchée par
PR
2e

Indication : on pose h = ¢/2, de telle sorte que

000 =

nmn=R—h;nn=R+h; r=R+ O0(h)

Calculer au préalable ¥ — rd.

On retrouve ainsi la formule des chaudronniers établis au chapitre 3.
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pression

Correction
Question 1 - L’application directe de la formule donne

B o r$
Uee(r)=ﬁ+A=7T3003(l+2—;3> (35)

170
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Cas de la coque sphérique mince

Correction
Question 1 - L’application directe de la formule donne
B PoTy 3
— 4+ A= — 35
oo (1) = — + 7"1*7"0(4_27"3 (35)

Question 2 - On pose h = ¢/2; de telle sorte que
=R—h; m=R+h; r=R+ O (h) et on cherche & approcher la contrainte ogg.
On calcul

=10 =(R+h)’ = (R—h)’ ==6R*h +2h° == 6R’h + O (h°)
On peut également écrire
s =R*+0O(h); ri =R+ O(h)

En remplagant les valeurs obtenues dans (35), et en ne conservant que les termes
principaux par rapport & h/R < 1, avec le développement limité

1_'_% =140 (=) avecx:%
on obtient . . .
Po Po
~— (1+=-)=—
79 = "6h, ( + 2) 2e
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pression

Cas général
N € . . . .
On considére £ = — comme infiniment petit et on exprime les grandeurs A et B

précédentes en fonction de x.

Ona: .
rozR—izR(l—%a:)

T1=R+§=R(1+%x)
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Cas de la coque sphérique mince

Cas général

N € . . . .
On considére £ = — comme infiniment petit et on exprime les grandeurs A et B
précédentes en fonction de x.

On a:

n=R-2=R(-}2)

n:R—l—g:R(l—i—%x)

En remplagant dans les expressions de A et B, on obtient les développements limités
a lordre 1 suivants :

A bord —puri _ po (1 37)° —p (1+ 32)°

W () - (- )
_Po—p1  po+p1
& + O (z)

ie Mécanique) ELASTICITE
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Calcul des composantes de

2B

O = A — —

Qi

Po + p1 B 1 R73i
+ (o —p1) <3x r3 3z

po + p1 B r—R (R*+rR*+r’R
2 + (o —p1) e ( 3r3

po+ ;m __\r—R
5 tpo—p)—

F. PETITIEAN
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Cas de la coque sphérique mince

Calcul des composantes de ¢

2B 1 R¥1
O =A—— —m+(po—p1)(————>

_ _potm _ r—R (R*+rR>+ r’R
o 2 + (o —p1) e ( 3r3

o _potm __\r—R

= 5 o) —

On procede de méme pour ogg et on obtient finalement :

+ r—R
p°2p1+(po—p1)

Orr = —

(po—p )R _potpr _po—pr—R
2e 2 2 e

000 = O¢pp =
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Cas de la coque sphérique mince

Exercice

Exercice 2-10. Application numérique

On considére une sphere de rayon moyen R = 1 m, d’épaisseur e = 1 mm et soumise a
une pression intérieure de 0,1 bar, soit :

R=1m, e=10"°m, po = 10*Pa, p, =0

Montrer en appliquant les formules précédentes que

|U7‘r| < |009|
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Cas de la coque sphérique mince

Exercice
Exercice 2-10. Application numérique

On considére une sphere de rayon moyen R = 1 m, d’épaisseur e = 1 mm et soumise a
une pression intérieure de 0,1 bar, soit :

R=1m, e=10"*m, po = 10* Pa, py =0
Montrer en appliquant les formules précédentes que
|U7‘r| < |0'60|

Réponse - En appliquant les formules précédentes, on obtient (en Pascal) :

_ _bo+m B r—R .3 afr—1
Orr = 2 +(p0 pl) e = 510 +10 <1O_3)

_(po=p)R pot+p (po—p)(r—=R) .. 6 3 s(r—1
oo = 5 5 5 =510° = 510" ~ 510" ( 55

soit
low] < 1072MPa et o099 ~5MPa

On vérifie que

lomr| < |oos|
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iSL M Cas de la coque sphérique mince

Analyse des résultats :

Notons p > 0 'ordre de grandeur de la pression intérieure et extérieure, on a :

e r—R 1
r-Rl<g == ‘35
d’ou
o] = —er(po—pl)%‘ <p; ool §p<1+§>
or
e<R = §>>1

Bilan :

|om| < |ooe|
et

Oop = O = W (36)
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Approche élémentaire statique

La formule des chaudronniers (36) peut étre obtenue par un raisonnement de statique
appliqué & une demi-coque sphérique en faisant I’hypothése que la distribution de
contrainte ogg est uniforme sur la section.

L’équilibre statique s’écrit :

rR? (po — p1) = 2w Reoes
s0it
(po—p1) R

ogp =
2e
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Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique
@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique
@ Probleme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression

@ Probleme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression
@ Position du probleme

@ Problémes d’élasticité plane
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Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

Position du probléme : on considére un tube cylindrique circulaire d’axeOz, de
rayons m et r1 et de longueur [. On se place dans un systéme de coordonnées
cylindriques (O, &, &, €z).

ELASTICITE



Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

Position du probléme : on considére un tube cylindrique circulaire d’axeOz, de
rayons m et m1 et de longueur . On se place dans un systéme de coordonnées
cylindriques (O, &, &s, €:).

@ Les force de volumes sont nulles :

fP(M)=0 surQ
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Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

Position du probléme : on considére un tube cylindrique circulaire d’axeOz, de
rayons m et m1 et de longueur . On se place dans un systéme de coordonnées
cylindriques (O, &, &s, €:).

@ Les force de volumes sont nulles :
fP(M)=0 surQ
@ Sur les parois intérieures et extérieures du tube :
F°(M)=poer pourr=rm (35)
F°(M)=—pig&, pourr=rm (351)
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Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

Position du probléme : on considére un tube cylindrique circulaire d’axeOz, de
rayons m et m1 et de longueur . On se place dans un systéme de coordonnées
cylindriques (O, &, &s, €:).

@ Les force de volumes sont nulles :
fP(M)=0 surQ
@ Sur les parois intérieures et extérieures du tube :
F°(M)=poer pourr=rm (35)
F°(M)=—pig&, pourr=rm (351)
@ Sur les sections extrémités :
FS=FF5 =0 surSpetsS

et FS = —g sur Sy; FS =0 sur S

ouul=0 sur Sp; ul =4 sur S
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Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

Position du probléme : on considére un tube cylindrique circulaire d’axeOz, de
rayons m et m1 et de longueur . On se place dans un systéme de coordonnées
cylindriques (O, &, &s, €:).

@ Les force de volumes sont nulles :
fP(M)=0 surQ
@ Sur les parois intérieures et extérieures du tube :
F°(M)=poer pourr=rm (35)
F°(M)=—pig&, pourr=rm (351)
@ Sur les sections extrémités :
FS=FF5 =0 surSpetsS

et Ff = —o sur So; F; =o sur 8

ou uf =0 sur So; ul =4 sur S

On cherche & calculer @ (M) ,Z(M),& (M) en tout point du solide en utilisant la
méthode du déplacement.
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Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique
@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique
@ Probleme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression

@ Probleme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

o Résolution

@ Problémes d’élasticité plane
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pression

Résolution

La résolution est décomposée en 4 étapes (idem sphere).

@ Choix a priori d’une forme particuliere pour le champ de déplacement.




pression

Résolution

La résolution est décomposée en 4 étapes (idem sphere).
@ Choix a priori d’une forme particuliere pour le champ de déplacement.

@ Calcul des tenseurs associés £ (M) et & (M).
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Résolution

Résolution

La résolution est décomposée en 4 étapes (idem sphere).
@ Choix a priori d’une forme particuliere pour le champ de déplacement.

@ Calcul des tenseurs associés £ (M) et & (M).

@ Formulation et résolution de I’équation de Navier.
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Résolution

Résolution

La résolution est décomposée en 4 étapes (idem sphere).
@ Choix a priori d’une forme particuliere pour le champ de déplacement.
@ Calcul des tenseurs associés £ (M) et & (M).

@ Formulation et résolution de I’équation de Navier.

@ Détermination des constantes d’intégration en exploitant les conditions limites
en efforts.
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Résolution

Etape 1

Les propriétés de symétrie de la géométrie et du chargement conduisent a prendre un

champ de déplacement sous la forme découplée en r et en z :

u(r,z) =rf(r)e +g(2) e

Le champ de déformation correspondant est donné par (annexe) :

E=(f(n+rf(N)ea@e+f(nNewde+g (2)ede

Le champ de contrainte est donnée par la loi de Hooke

A(rf' (r)+2f (r)+ ¢ (2)) 1

G

+2u (f(r)+rf (1) & @ &

+2uf (r) e ® € + 2ug’ (2) & ® &

F. PETITIEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012
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PSS Résolution

Comme le champ de déplacement est irrotationnel (ﬁ est symétrique) et que les

forces volumiques sont nulles, ’équation de Navier devient :

dive = 2f (r) 4+ rf' (r) + g’ (2) = constante quelques soient 7 et z

N

d’ou
2f (r) +rf' (r) = 2a

g (2)

Il
o

L’intégration de ce systéme donne (méthode du facteur intégrant) :

u= <ar+ g) er + cze,

ou a, b, ¢ sont des constantes a déterminer.

F. PETITIEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012

133 / 171



Résolution

Les champs de déformation et de contrainte peuvent étre explicités :

Err:a—ﬁa 509:a+77 Ezz = C
T T

autres €;; =0

B B
UTT:A_727 000:A+*27 0 =C
T T

autres o;; =0

avec
A=2A+p)a+Aic, B=2ub, C=2xa+(A+2u)c

ou encore

1 B 1
aZE(A—V(A—i—C’)), b:ﬂ’ CZE(C—QVA)
F. PETITIEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012
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Résolution

Les champs de déformation et de contrainte peuvent étre explicités :

Err:a—ﬁa 509:a+77 Ezz = C
T T

autres €;; =0

B B
UTT:A_727 090:A+*27 0 =C
T T

autres o;; =0

avec
A=2A+p)a+Aic, B=2ub, C=2xa+(A+2u)c

ou encore
B

(A-v(A+0)), b:ﬂ’

a =

CZ%(C—QVA)

&=

Le champ de contrainte ¢ doit vérifier les conditions limites données sur les parois
intérieure et extérieure. Ces conditions permettent de déterminer A et B :

2 2 2.2

A = PoTo — P17 B = o1
= 2 .2 = (po — p1) > — 2
r{ — 15 ¥ — 15

ce qui définit totalement o, et ogg. Il reste a déterminer C' en exploitant les CL sur
les sections droites
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pression

Cas ou les CL portent sur les déplacements u = (ar + %) er + cze,

u, =0 pour z=0et u, =0 pour z =1 = c=7
ot 1 SE
c:E(C’—QVA) = C’:21/A+T

Ainsi

_ [ B 0\ _ 6 _
u—<EA(1+V)(1 21/)—1—% er)er—i—zjez
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Résolution

Cas ou les CL portent sur les déplacements u = (ar + %) e+ cze,

u, =0 pour z=0et u, =9 pour z=1 = 0:7
et

C:%(C—QVA) = C’:2VA+6TE

Ainsi

_ [ B 0\ _ 6 _
u-(EA(l—i—u)(l 21/)—1—% V7r>er+z76z

Remarques : si la longueur du tube est maintenue constante, c-a-d si § =0, on a

a= (%A(1+u)(1—2u)+2%) e

C’est le cas des déformations planes.
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Résolution

Cas ou les CL portent sur les forces

Détermination de C :

On a

0,=0 = (CO=0¢

Ainsi :

]
Il

<wr+£) et 3 (0~ 2wA) 26,
pr E

Remarque : si 0 = 0 alors 0., (M) = 0, on est dans le cas des contraintes planes

FIN DU PROBLEME

F. PETITJEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012 136 / 171



Plan du paragraphe

@ Probleme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique
@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique
@ Probleme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression

@ Probleme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

o Cas du cylindre & paroi mince

@ Problémes d’élasticité plane
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Cas du cylindre a paroi mince

Cas du cylindre a paroi mince

On note comme pour la sphere

€e=T1—1T0 I’épaisseur de la coque
R=73(ro+m) le rayon moyen

et on s’intéresse au cas particulier ou ’épaisseur est infiniment mince relativement au
rayon, c’est-a-dire tel que

e< R %<<1
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SRS Cas du cylindre a paroi mince

Cas du cylindre a paroi mince

On note comme pour la sphere

e=1m—19 I’épaisseur de la coque
_ 1
R=35(ro+m) le rayon moyen
et on s’intéresse au cas particulier ou ’épaisseur est infiniment mince relativement au
rayon, c’est-a-dire tel que

e< R %<<1

Exercice 2-11. Montrer que lorsque la coque est mince, les contrainte se réduisent

a
— R
g0 = (po pl) y Orp = 0
€

Indication : on pose h = €/2, de telle sorte que

ro=R—h; m=R+h; r=R+ O(h)
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Correction
Les contraintes sont données par

2 2 2 2
Porog — P17 To"
A="F = B = — —_—
g 0 DTy
On a
2 =R*+h%—2Rh; 2 = R*+ h%> + 2Rh
alors

ri — 1@ =4Rh; rird = R* —2R*K*> + 1*

En remplagant dans les expression de A et B ci-dessus, et en ne conservant que les

termes principaux par rapport a h/R, on obtient
_ poR2—p1R2+O(h) (po—p1) R

A R = TP o)

B:(Po—Pl)Wz(po—m)?—z—i—O(l)
Ainsi

U":A7£2W*(PO*P1)£:0

UGG:A+%2W_(IJO_M)£ZM
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Approche élémentaire statique

Ce résultat peut étre obtenu directement par une approche statique en supposant la
contrainte circonférentielle uniformément répartie dans 1’épaisseur de la coque.

Exercice 2-12. Approche statique du cylindre mince. On considére le secteur de
tube d’angle df et de hauteur dz.
@ Calculer la résultante des forces de pression (forces externes) et des forces

(internes) dues a la contrainte circonférentielle que ’on suppose implicitement
homogene dans ’épaisseur.

@ En déduire la valeur de ogp

d9/2




SRS Cas du cylindre a paroi mince

Correction

Calcul de la résultante des forces sur cet élément de volume dans la direction Or :

@ pression appliquée :
(po — p1) R dOdz

e composante de la réaction du tube :
do
2096 sin 7edz ~ eoggpdfdz

En égalant ces 2 forces on obtient

(po—p1)R
e

099 =
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Problémes d’élasticité plane

Problemes d’élasticité plane

Objectifs : exploiter les propriétés géométriques pour limiter au maximum le
nombre d’inconnues

Cas de I’élasticité plane :
@ les phénomenes intéressants se passent dans un plan;

@ on écrit des conditions simplifiées pour ce qui se passe dans la troisieme direction.
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Problémes d’élasticité plane

Plan du paragraphe

@ Probléme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique

@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

@© Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression
@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problemes d’élasticité plane
o Déformations planes
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23 LY I LS T -EW MO IR T I ER I Déformations planes

Champ de déplacement de déformation plane

Soit (&;) une base orthonormée de R3. On s’intéresse aux champs de déplacements de

la forme
(M) = u (21, 32) + u2 (21, 72)

Le champ de déformation donné par la formule

1 (0u; = Ouy .
ij = 5 a. ] b :17273
€ 2<3$]+8I1) bJ

a comme composantes
U2
——, €33 =0
2

ou ou
812:821:%<87x;+5‘7xf)7813:€23:0

Janvier 2012
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BLSTTNIERE Déformations planes

Champ de déplacement de déformation plane

Soit (&;) une base orthonormée de R3. On s’intéresse aux champs de déplacements de

la forme
(M) = u (21, 32) + u2 (21, 72)

Le champ de déformation donné par la formule

1 (0u; = Ouy .
ij = 5 s Uy :17273
€ 2<3$]+8I1) bJ

a comme composantes

ouy Ous
€11 = 75—, €22 = 75—, €33 =
8151 ’ 81:2 ’

1
8122821:§<ax2+8x1):513:52320

D’ou la forme de la matrice

e (o, 22) e12(m,22) O
[e(M)] = |e21 (21,22) €22 (21,22) O
0 0 0

Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012
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23 LY I LS T -EW MO IR T I ER I Déformations planes

En appliquant la loi de Hooke on obtient un tenseur des contraintes de la forme

o1 (21, 22) o012 (21, 22) 0
[0 (M)] = |o21 (z1,22) 022 (21, 22) 0 (38)
0 0 o33 (21, 72)

En utilisant la forme inverse de la loi de Hooke

1+v
E

€=

5 % (tr5) I

et en écrivant la condition €33 = 0 on obtient

o33 = v (011 + 022)
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Problémes d’élasticité plane

Déformations planes

En appliquant la loi de Hooke on obtient un tenseur des contraintes de la forme

o1 (21, 22) o012 (21, 22) 0
[0 (M)] = |o21 (21,22) 022 (71, 72) 0
0 0 o33 (21, 72)

En utilisant la forme inverse de la loi de Hooke

1+v
E

_ - V., =
€= o— — (tro) 1

Y (r5)
et en écrivant la condition €33 = 0 on obtient

o33 = v (011 + 022)

(38)

On peut alors donner une forme purement bidimensionnelle a la loi d’élasticité :

|14
€11 1-—2 1 -1 O 011
v
€22 = E I 1 0 022
2€12 0 0 = | |ow

1—v

Janvier 2012
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Probleme type de déformation plane

On considére un solide @ de forme cylindrique
paralléle & (Ozy).

Les donnée du probleme d’équilibre élastique
sont supposées de la forme suivante.

e les forces volumiques f sont paralléles &
(Ozy) et indépendantes de z;

o sur les surfaces Sp et 57 la composante u,
du déplacement est imposée nulle et les
composantes Fy et F; de la force
surfacique sont imposées nulles;

@ les données sur la surface latérale sont
paralléles & (Ozy) et indépendantes de z,
elles peuvent étre de type déplacements
imposés ou forces imposées.
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Problémes d’élasticité plane

Plan du paragraphe

@ Probléme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique

@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

@© Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression
@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problemes d’élasticité plane

o Contraintes planes
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Contraintes planes . )
L’état de contraintes planes correspond a la forme suivante du tenseur des
contraintes dans un systeme de coordonnées cartésiennes :

o11 (21,22) o12(21,22) O

[0 (M)] = |o21 (21,22) 022 (21,22) O (39)
0 0 0
En élasticité isotrope le tenseur des déformations prend la forme
e (z1,22) €12 (21, 22) 0
[e(M)] = |e2 (z1,72) €22 (w1, 22) 0

0 0 €33 (o1, 22)



Contraintes planes . )
L’état de contraintes planes correspond a la forme suivante du tenseur des

contraintes dans un systeme de coordonnées cartésiennes :

o1 (z1,22) o012 (21,22) O

[0 (M)] = |o21 (21,22) 022 (21,22) O (39)
0 0 0
En élasticité isotrope le tenseur des déformations prend la forme
e (z1,22) €12 (21, 22) 0
[e(M)] = |e2 (z1,72) €22 (w1, 22) 0
0 0 €33 (o1, 22)

On peut alors donner une forme purement bidimensionnelle a la loi d’élasticité :

011 1 14 0 €11
022 | = 1 > v 1 0 €22
— UV —

012 0 0 1271/ 2612

La troisieme composante normale de déformation doit étre telle que la contrainte o33
s’annule ce qui implique que

€33 =

v
€ €

-5 (€11 + €22)

Remarque : les conditions de compatibilité montrent qu’en fait £33 dépend de x3. Si

la structure est suffisamment mince on peut négliger cette dépendance et considérer

que 'on est en présence d’un vrai probleme 2d.



cité plane

Plan du paragraphe

@ Probléme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique

@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

@© Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression
@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problemes d’élasticité plane

@ Probléme type de contrainte plane
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Probleme type de contrainte plane

Soit un solide Q2 de forme cylindrique, paralléle &

(Ozy), d’épaisseur h, soumis aux chargements sui-
vants :

o les forces volumiques f“ sont paralléles &
(Ozy) et indépendantes de z;

@ les surfaces Sp et Sy sont libres de contrainte ;

@ les forces de contour sur la surface latérale
sont paralléles & (Ozy) et indépendantes de z :

F* (M) = Fx (z,y) & + Fy (z,9) &

ELASTICITE
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Probleme type de contrainte plane

Soit un solide 2 de forme cylindrique, paralléle &
(Ozy), d’épaisseur h, soumis aux chargements sui-
vants :

o les forces volumiques 3_"“ sont paralléles &
(Ozy) et indépendantes de z ;

@ les surfaces Sp et Sy sont libres de contrainte ;

@ les forces de contour sur la surface latérale
sont paralléles & (Ozy) et indépendantes de z :

F° (M) =F.(z,y) & + Fy (z,9) &

Le champ de contrainte solution de ce probléme d’élasticité n’est en général pas plan.
On a cependant le résultat suivant :

Lorsque Uépaisseur h est faible devant So, ce probléme peut étre ramené a

U'étude d’un probléme plan. Cette simplification est appelée
U'approrimation des tranches minces.
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Problémes d’élasticité plane

Plan du paragraphe

@ Probléme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique

@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

@© Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression
@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problemes d’élasticité plane

@ Fonctions de contraintes
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Fonctions de contraintes - En coordonnées cartésiennes
Les deux premieres équations d’équilibre s’écrivent

o11,1 + 0122 =0

21,1 + 0222 =0

D’apres un théoreme d’analyse, la premiere équation implique qu’il existe une
fonction fi(z1, z2) telle que

_ O _Of
011 = 5 > 012——87@

(9 X2

et la seconde, qu’il existe une fonction fo(z1, 72) telle que

o i

= 091 = —
81‘1 ’ 8172

De plus, le tenseur des contraintes étant symétrique i.e. 012 = 021, on doit avoir

of _ of

8231 o 8222
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11 existe une fonction ¢ (z1, z2) telle que

PR )
1_(9%2’ 2_(9$1

Il en résulte que les contraintes planes s’expriment & ’aide d’une seule fonction ¢
telle que

0*¢ 0% 2*¢
0'11—871:22, 022—871127 Ul2__7(9$18$2
fonction d’Airy
11 existe une fonction ¢ telle que
o) ¢ ¢
= — = — = —— 4
I 0x2’ 722 oz’ I12 0x1022 )

Bilan : on remplace la recherche de 3 fonctions par la recherche d’une seule fonction
¢ (z1, 12) ; cette fonction est appelée la fonction de contrainte ou fonction
d’Airy’.

LG. B. Airy (1801,1892)
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Le champ de contrainte précédent doit donner acceés a un champ de déformation
compatible.

Equation de compatibilité précédente plus la loi d’élasticité isotrope (en contraintes
planes et en déformations planes) conduisent & la relation suivante

011,22 — V022,22 + 022,11 — vo11,11 — 2 (1 + v) 012,12 =0
(qui n’est autre que l'une des équations de Beltrami en contraintes planes)
L’équation aux dérivées partielles que doit vérifier la fonction de contrainte ¢ s’en
déduit : . .
o', o' 0%
Ozt " 02042 ' 0af
ol Ay désigne le laplacien en dimension 2 (voir annexe). L’équation est la méme en
contraintes planes qu’en déformations planes.

AsAsg = =0

Bilan

Les fonctions ¢ recherchées sont & bilaplacien nul :

a4¢ , e 9

elles sont appelées biharmoniques.
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de contraintes

Fonctions de contraintes - En coordonnées cylindriques

Résultat

Pour un champ de contraintes recherché de la forme

or (1,0), 000 (r,0), 0ra(1,0), 02 = 0ry = 06, =0

11 existe une fonction contraintes ¢ (r, 6) telle que

o 106 10% 9
T ror  r2oe2’ 7T ar2

__0 (109
0 = "5\ 7 o0

Mécanique) ELASTICITE
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Problémes d’élasticité plane Fonctions de contraintes
Fonctions de contraintes - En coordonnées cylindriques
Résultat
Pour un champ de contraintes recherché de la forme
o (1,0), oo (1,0), 0r9(r,0), 02. =0, =09, =0
11 existe une fonction contraintes ¢ (r, 6) telle que

o L0 10% 9% 0 (10¢
TS ror r2oe2 T o2 T Tor\r o0

Opérateur bilaplacien en coordonnées cylindrique

”# 19 1 92 ¢ 10¢p 1 0%
A2A2¢_<ﬁ+?$+ﬁ@>(ﬁJF?EJrﬁw)_O
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Fonctions de contraintes - En coordonnées cylindriques
Résultat
Pour un champ de contraintes recherché de la forme

o (1,0), oo (1,0), 0r9(r,0), 02. =0, =09, =0
11 existe une fonction contraintes ¢ (r, 6) telle que

_10¢ | 1 0% 8% 9 (1@)

= ror T2 7T 9 7T Toar\roe

Opérateur bilaplacien en coordonnées cylindrique

”# 19 1 92 ¢ 10¢p 1 0%
Aﬂm—<55+nﬁ+ﬁ%ﬂ(53+Nﬁ+ﬁ@ﬁ>—0

Propriété

Une large classe de fonctions biharmoniques s’obtient sous la forme

¢ =¢1(r,0) +r’¢a(r,0)

ol ¢1 et ¢2 sont des fonctions harmoniques (i.e. telles que Agyp = 0).

v
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Problémes d’élasticité plane

Plan du paragraphe

@ Probléme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique

@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

@© Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression
@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problemes d’élasticité plane

o Concentration de contraintes
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Problémes d'élasticité plane & de

Concentration de contraintes

Position du probléme : plaque d’épaisseur 2k, percée trou cylindrique de rayon a
est soumise & ses extrémités 4 un état de traction simple.

]

[T

N
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Problémes d'élasticité plane & de

Concentration de contraintes

Position du probléme : plaque d’épaisseur 2k, percée trou cylindrique de rayon a

est soumise & ses extrémités 4 un état de traction simple.

]

[T

N

€2
L. o=

31

Etat de contrainte loin du trou (état homogene) :
¥ =c"a®e
Le champ de contraintes est recherché sous la forme

o11 (21, 1) o12(z1,13) 0O
[0 (M)] = |o21(z1,22) o022 (z1,22) O

Génie Mécanique) 5 Janvier 2012
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Problémes d’élasticité plane

Concentration de contraintes
Champ de contraintes loin du trou

Exercice 2-13.

(i) Donner dans le systéme de coordonnées cylindriques les composantes du tenseur
des contraintes loin du trou donné par ¢°° = c*e; ® e

(%) Donner une fonction de contraintes ¢ (r, ) correspondant & un champ de traction
simple en intégrant les relations (41) reliant ¢ aux composantes de &.
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Champ de contraintes loin du trou
Exercice 2-13.

(i) Donner dans le systéme de coordonnées cylindriques les composantes du tenseur
des contraintes loin du trou donné par ¢*° = c*e; ® e; .

(%) Donner une fonction de contraintes ¢ (r, ) correspondant & un champ de traction
simple en intégrant les relations (41) reliant ¢ aux composantes de &.

Réponse.
(i) On substitue
€1 = cosfe, — sinfeg

dans pour trouver

7> = % [(14cos20)e @ e + (1 —cos20) e ® e —sin 20 (e, ® e + € + )]
(43)
Autrement dit,
O_OO
opy = — (14 cos20)
2
(44)

F. PETITIEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE
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Problémes d’ BLSTTNIERE Concentration de contraintes

(i) Pour trouver une fonction de contraintes conduisant au champ de traction
simple, on integre I’équation la plus simple

62¢ 0,00
gpe — W = 7 (1 —COS20)
ce qui donne
[e5S] 2
6= %(I—COSZQ)%-i-g(G)r-i-h(Q)
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(i) Pour trouver une fonction de contraintes conduisant au champ de traction

simple, on integre I’équation la plus simple

82(15 o>
gpe — ﬁ = 7 (1 —COS20)
ce qui donne
[e5S] 2
6= %(1—c0520)%+g(9)r+h(9)

Détermination de g et h :
En reportant ¢ dans o9

Oro =

9 (106 _ 0% o oy M (O)
m(mo)‘ g s -

on montre que nécessairement h' = 0, soit h = Cste, puisque par ailleurs

Org = —% sin 260

F. PETITIEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012

159 / 171



123 JY I L3 aT-E e MO EEIATHIA M I ER Il Concentration de contraintes

En exploitant la relation

2
Orr = 1%+i@

T ror 12002

on trouve que g s’écrit nécessairement sous la forme

g = g1cosf 4+ g2sinf

On vérifie que la contribution des termes en h, g1, g2 est nulle de sorte qu’on ne perd
pas en généralité en prenant h = g1 = g2 = 0.

Finalement

T'2

2

¢ = ? (1 — cos20) (45)
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Forme générale des contraintes

Le résultat précédent nous incite & rechercher la fonction de contraintes (i.e.
biharmonique) sous la forme :

¢ (r,0) = Alnr + Briinr + Cr? + (A2r2 + Bor* + 222 —i—Dg) cos 20
r

ou A, B, C, Az, B2, (s, D> sont des constantes a déterminer.

ELASTICITE Janvier 2012

161 / 171



123 JY I L3 aT-E e MO EEIATHIA M I ER Il Concentration de contraintes

Forme générale des contraintes

Le résultat précédent nous incite & rechercher la fonction de contraintes (i.e.
biharmonique) sous la forme :

¢(r,0) = Alnr+ Brilnr + Or® + (A2r2 + Bor' + 222 + Dg) cos20  (46)
T

ou A, B, C, Az, B2, (s, D> sont des constantes a déterminer.

Exercice 2-14.

(i) En utilisant les expression (41) donner lexpression du champ de contraintes
général associé a la famille de fonctions de contraintes donnée par (46).

(#) Identifier certaines des constantes grace & l'expression du champ de contraintes &
I’infini mise en évidence dans l’exercice précédent.
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Réponse. La famille de fonctions de contraintes choisie conduit au champ de
contraintes suivant :

4D
aw:%+2Blnr+B+2o+<—2A2—%——;)cosze (47)
T T T

006 :—%+2Blnr+33+20+ <2A2+12Bgr2+6%) cos 20 (48)

(49)

ore = 2sin 20 <A2 +3Byr® — 3G &>

r4 r2
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Réponse. La famille de fonctions de contraintes choisie conduit au champ de
contraintes suivant :

gw:%—i—ZBlnr—i—B—i—?C—i- <—2A2—67€2—@)C0529
r r r

o9 =~y +2BInr + 3B +20 + <2A2 +12B° + 67%) c0s 20

oro = 2sin20 <A2 +3Bar® — % - 2;)
T T

Loin du trou, i.e. lorsque r — 0o, on a
o =2BInr 4+ B +2C — 242 cos 20
066 =2BInt + 3B +2C + (242 + 12B21%) cos 20

075 = 25sin20 (A2 + 3B2r?)

(50)
(51)

(52)

L’identification entre ce champ et celui de traction simple (43) permet de déterminer
les constantes :
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Problémes d’élasticité plane

Prise en compte des conditions a la frontiere
Exercice 2-15.

Utiliser les conditions aux limites non encore exploitées pour déterminer
complétement le champ de contraintes.
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BLSTTNIERE Concentration de contraintes

Prise en compte des conditions a la frontiere

Exercice 2-15.

Utiliser les conditions aux limites non encore exploitées pour déterminer
complétement le champ de contraintes.

Réponse.

Les bords du trou sont libres d’effort : ¢ (r = a).¢, =0 = (opr,000) (r=a) =

A o> o> 6C>  4Do
O'TT(T:G,):;-‘FT—'—(T—?—T COS29—0
o> 3C D
org (r = a) = 2sin 260 <_T — a—f — a22) =
Il en découle un systeme linéaire portant sur les inconnues A, Cs, D5 :
A o™ o™  6C> 4Do o™ 3C, Do
-+ ——=0, ———F-——=0 — + —==0
a2 + 2 ’ 2 a* a? T4 + a* a?
dont la solution donne
Uoo 2 O'OO 4 O'OO 2
A= —— = - Dy = —
5 a®, (s 1 a, o 5 a
Mécanique) ELASTICITE Janvier 2012
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Problémes d BLSTTNIERE Concentration de contraintes

Finalement, le champ de contraintes et la fonction de contraintes identifiés sont

oo 2 %) 4 2
o a o 3a 4a
oo 2 oo 4
3
oo = % <1+%) —% (1—}—%) cos 20 (54)
o™ 3a*  2a?
oro = — =5~ (1——T4 +7) sin 26 (55)
AN 02 07 (292 O 20 56
(;3——7(1 nr—i—Tr +T —r—l—a—ﬁ cos (56)
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Problémes d’élasticité plane

Résumé de la méthode

1. Choix des hypotheses simplificatrices en fonction des symétries du probleme
— contraintes planes
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Problémes d’élasticité plane

Résumé de la méthode

1. Choix des hypotheses simplificatrices en fonction des symétries du probleme
— contraintes planes

2. Calcul de o™ et des ses composantes dans le repere cylindrique.
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BLSTTNIERE Concentration de contraintes

Résumé de la méthode

1. Choix des hypotheses simplificatrices en fonction des symétries du probleme
— contraintes planes

2. Calcul de o™ et des ses composantes dans le repere cylindrique.

3. Détermination de ¢ (r, ), fonction de contrainte « loin » du trou, par intégration.
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Résumé de la méthode

1. Choix des hypotheses simplificatrices en fonction des symétries du probleme
— contraintes planes

2. Calcul de o™ et des ses composantes dans le repere cylindrique.

3. Détermination de ¢ (r, ), fonction de contrainte « loin » du trou, par intégration.

4. Choix d’une forme particuliere pour ¢ (r0).
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Résumé de la méthode

1. Choix des hypotheses simplificatrices en fonction des symétries du probleme
— contraintes planes

2. Calcul de o™ et des ses composantes dans le repere cylindrique.
3. Détermination de ¢ (r, ), fonction de contrainte « loin » du trou, par intégration.
4. Choix d’une forme particuliere pour ¢ (r0).

5. Calcul de ¢ (r,0) par intégration et calcul des constantes en exploitant les CL.
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Concentration de contrainte au bord du trou
Profils des contraintes radiale et orthoradiale (normalisées par la contrainte infinie).

3 | | | |
25 agg (r,7/2) Jo™® ——— N
O (7, 7/2) fa™ ==~~~
2= ogg (1,0) fo™= ===~ B
Ty (1, 0) J@D0 wemeeres
15— |
™ 1 b |

Observations : (i) la décroissance rapide en 1/r2 assure que ces hétérogénéités se
développent seulement au voisinage du trou.
(i) Loin du trou le champ de contraintes peut &tre considéré comme homogéne.



2 -09 06 03 0 03




BRI Concentration de contraintes

i

105 0975 09 -0.825 0.75 -0675 -06 -0.525 0.45 0375 -03 0225 -0.15 -0.075 0

o1/c* oa/0™
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Problémes d’élasticité plane

Concentration de contraintes

Facteur de concentration de contrainte
Exercice 2-16.

(i) Donner la valeur de la contrainte orthoradiale au bord du trou en fonction de
l’angle 6.

(i) Indiquer & quel endroit cette contrainte est maximale et quelle valeur elle y prend.
(#3) Calculer le facteur de concentration de contrainte défini par
max

T40
K =
" e

nie Mécanique)
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BLSTTNIERE Concentration de contraintes

Facteur de concentration de contrainte

Exercice 2-16.

(i) Donner la valeur de la contrainte orthoradiale au bord du trou en fonction de
I’angle 6.

(i) Indiquer & quel endroit cette contrainte est maximale et quelle valeur elle y prend.
(#3) Calculer le facteur de concentration de contrainte défini par
max

T40
K =
" e

Réponse. La contrainte orthoradiale au bord du trou vaut
ogo (r=a) =0 (1 — 2cos 26)

En traction simple, la contrainte ogg est maximale en § = £7/2 et vaut 3 fois la
contrainte appliquée. Le facteur de concentration de contrainte vaut donc

Kttractlon —3
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Problémes d’élasticité plane

Plan du paragraphe

@ Probléme 1 : Traction-compression d'une barre cylindrique

@ Probléme 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

@© Probléme 3 : Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression
@ Probléme 4 : Equilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

@ Problemes d’élasticité plane

@ Demi-anneau en flexion
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CRJEREE Demi-anneau en flexion

Demi-anneau en flexion

A faire...
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