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Contenu de la formation

4 séances de cours (8h)

2 séances de Travaux Dirigés (4h)

Examen : 2 heures sans document

2 bancs de Travaux Pratiques

I Concentrations de contraintes

I Cylindres sous pression.
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Objectifsducours:ŕesoudrelesprobl̀emesd’́elasticit́eci-dessous
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Sommaire du cours

Chapitre I. Les équations de l’élasticité

Chapitre II. Résolution de problèmes
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Chapitre I - Les équations de l’élasticité

Objectifs :

1. Rappeler les équations principales de l’élasticité

(a) Équations d’équilibre

(b) Relations cinématiques

(c) Loi de comportement

2. Donner les principales méthodes de résolution
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Les équations d’équilibre Principe fondamental de la dynamique

Plan du paragraphe

-5 Les équations d’équilibre
Principe fondamental de la dynamique
Conditions de raccordement
Torsion d’un cylindre de section circulaire
Statique du cylindre sous pression

-4 Relations cinématiques

-3 Loi de comportement thermoélastique

-2 Formulation du problème d’équilibre élastique
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Leséquationsd’́equilibre Principefondamentaldeladynamique

Principefondamentaldeladynamique
Onconsid̀ereunmilieucontinuΩenmouvementsousl’actiondeforcesext́erieures,

forcesdevolumēfv,forcesdesurfaceF
S
.Onchercheàexprimerl’́equilibre

ḿecaniqued’unesouspartiequelconqueω⊂Ω.

Bilandesforcesexerćeessurω:

forcesdevolumes̄fv(M)dansω;

forcessurfaciquesF
∂ω
(M)exerćeessurlecontour∂ωdeω(actionsdecontact

deΩsurω).

Hypoth̀eseetth́eor̀emedeCauchy.Cesactionsdecontactned́ependentquede
lanormaleenM à∂ωetdefa̧conlińeaire:

F
∂ω
(M)=T(M,̄n)=¯̄σ(M).̄n
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Les équations d’équilibre Principe fondamental de la dynamique

Théorème (Principe fondamental de la dynamique)

Pour tout Ω et pour toute sous partie ω ⊂ Ω, le torseur des efforts extérieurs est
égale au torseur des quantités d’accélération, ce qui s’écrit :

d

dt

[
Rmvt ,M mvt

]
=
[
Rext ,M ext

]
∀ω ⊂ Ω

Équations du mouvement

En tout point M ∈ Ω, on a
ργ̄ − f̄ v − div¯̄σ = 0 (1)

Équations d’équilibre

Lorsque l’accélération γ est nulle (mouvement de translation uniforme) on obtient les
équations d’équilibre en tout point M ∈ Ω

div¯̄σ + f̄ v = 0 (2)
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Les équations d’équilibre Conditions de raccordement

Plan du paragraphe
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Les équations d’équilibre Conditions de raccordement

Conditions de raccordement

Définition

Le champ de contrainte ¯̄σ (M ) est dit statiquement admissible (SA) s’il vérifie
l’équation d’équilibre (2) et les conditions limites sur δf Ω :

T (M , n̄) = ¯̄σ (M ) .n̄ = F
S
(M ) pour tout M ∈ Ω

Exemple :

Tube cylindrique sous pression extérieure

T (M1, n̄1) = −pēr
⇒ σrr = −p , σθr = σzr = 0

T (M2, n̄2) = 0
⇒ σrr = σθr = σzr = 0

Ω

p̄
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Les équations d’équilibre Conditions de raccordement
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Les équations d’équilibre Torsion d’un cylindre de section circulaire

Plan du paragraphe
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-3 Loi de comportement thermoélastique

-2 Formulation du problème d’équilibre élastique
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Leséquationsd’́equilibre Torsiond’uncylindredesectioncirculaire

Torsiond’uncylindredesectioncirculaire

Onconsid̀ereuncylindreΩd’axeOz,dehauteur
h,debasecirculaireR.

UnpointM ∈Ωestreṕeŕeparcescoordonńees
cylindriquesr,θ,z.

Cecylindreestsoumisàunsyst̀emedeforces
inconnuesquiconduitàunchampdecontrainteen
toutpointM delaforme:

¯̄σ(M)=̄̄σ(r)=βr(̄eθ⊗ēz+̄ez⊗ēθ) (3)

òuβestuneconstante.
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Leséquationsd’́equilibre Torsiond’uncylindredesectioncirculaire

L’objectifdecettéetudeestdemontrerquelechampdeforcesurfaciqueappliqúesur
lesfacesinf́erieuresetsuṕerieuresformentuncoupledetorsionM =CēzòuCest
uneconstanteàd́eterminerenfonctiondesdonńeesduprobl̀eme.

Laŕesolutionestd́ecompośeeen3́etapesetpropośeesouslaformede3exercices.
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Les équations d’équilibre Torsion d’un cylindre de section circulaire

Exercice

Exercice 1-1. Écrire dans la base (ēr , ēθ, ēz ), associée au repère cylindrique, la
matrice des composantes de ¯̄σ donnée par

¯̄σ (M ) = βr (ēθ ⊗ ēz + ēz ⊗ ēθ)

Réponse :

La matrice s’écrit dans le repère cylindrique (ēr , ēθ, ēz )

[σ](r,θ,z) =

0 0 0
0 0 βr
0 βr 0
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Les équations d’équilibre Torsion d’un cylindre de section circulaire

Exercice

Exercice 1-2. On cherche à déterminer le système de forces extérieures

F
S

(M ) , f
v

(M ) qui soit statiquement admissible avec le champ de contrainte donné.

1 Calculer div ¯̄σ (M ) et en déduire la valeur de f̄ v (M ).

2 On note F
SR, F

S0, F
Sh les forces surfaciques appliquées sur les contours de Ω

définis respectivement par r = R, z = 0, z = h.

I Préciser les conditions que doivent vérifier chacune de ces 3 forces.

I En déduire la valeur des 3 forces de contour en fonction des données du problème.
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Les équations d’équilibre Torsion d’un cylindre de section circulaire

Correction

Question 1 -

En appliquant la formule de la divergence en coordonnées cylindrique on obtient

div¯̄σ = 0

On déduit donc de l’équation d’équilibre

div¯̄σ + f̄ v = 0

que
f̄ v (M ) = 0 quelque soit M ∈ Ω
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Les équations d’équilibre Torsion d’un cylindre de section circulaire

Question 2 - Conditions sur les forces de contour : elles sont données par les

conditions de raccordement

T (M , n̄) = ¯̄σ (M ) .n̄ = F
S
(M ) pour tout M ∈ Ω

Forces surfaciques sur la surface latérale définie par r = R : on a n̄ = ēr , d’où

F
SR (M ) = ¯̄σ (M ) .ēr =

βa (ēz ⊗ ēθ) ēr + βa (ēθ ⊗ ēz ) ēr = 0

Forces surfaciques sur la base inférieure définie par z = 0 : on a n̄ = −ēz , d’où

F
S0 (M ) = −¯̄σ (M ) .ēz =

− βr ēθ = F
S0 (r)

Par conséquent, {
FS0 (M )

}
=


0
−βr

0
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Forces surfaciques sur la base inférieure définie par z = 0 : on a n̄ = −ēz , d’où
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Les équations d’équilibre Torsion d’un cylindre de section circulaire

Forces surfaciques sur la surface supérieure définie par z = h : on a n̄ = ēz , d’où

F
Sh (M ) = ¯̄σ (M ) .n̄ =

βr (ēz ⊗ ēθ) ēz + βr (ēθ ⊗ ēz ) ēz

= 0 + βr ēθ = F
Sh (r)

Par conséquent, {
FSh (M )

}
=


0
βr
0
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Leséquationsd’́equilibre Torsiond’uncylindredesectioncirculaire

Exercice

Exercice1-3. MontrerqueletorseuraupointO =(0,0,h),quiŕesultedelaforce

surfaciqueF
Sh(M),est́equivalentaucoupledetorsion

C=πβ
R4

2

F.Petitjean (Ǵenie Ḿecanique) Élasticit́e Janvier2012 19/171



Leséquationsd’́equilibre Torsiond’uncylindredesectioncirculaire

Correction

CalculdutorseuraupointO =(0,0,h)correspondantàlaforcesurfacique

F
Sh(M)=βr̄eθ

Calculdelaŕesultante:

R=

ˆ

Sh

F
Sh(M)da=

ˆR

0

ˆ2π

0

βr̄eθ×rdrdθ

=

ˆR

0

βr2dr

ˆ2π

0

ēθdθ

=0

=0
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F
Sh(M)=βr̄eθ

Calculdelaŕesultante:
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F.Petitjean (Ǵenie Ḿecanique) Élasticit́e Janvier2012 20/171



Leséquationsd’́equilibre Torsiond’uncylindredesectioncirculaire

Calculdumoment:

M =

ˆ

Sh

OM ∧F
Sh(M)da

=

ˆ

Sh

r̄er∧(βr)̄eθrdrdθ

=

ˆ

Sh

βr3ēzdrdθ=Cēz

avec

C=

ˆ2π

0

ˆa

0

βr3drdθ=

ˆR

0

βr3dr

ˆ2π

0

dθ =πβ
R4

2
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Leséquationsd’́equilibre Torsiond’uncylindredesectioncirculaire

Calculdumoment:

M =

ˆ

Sh

OM ∧F
Sh(M)da

=

ˆ

Sh

r̄er∧(βr)̄eθrdrdθ

=

ˆ

Sh
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Plan du paragraphe
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Statique d’un cylindre sous pression
Énonce du problème :

On considère un tube cylindrique d’axe Oz , de longueur l et de rayon intérieur ri et
extérieur re .

Les coordonnées sont rapportées à un repère cylindrique (Orθz ).

Ce solide est soumis aux forces surfaciques suivantes :

à une pression intérieure pi et une pression extérieure pe ;

à une force surfacique F , sur les faces z = 0 et z = l , dirigée vers l’extérieure.

ēx

ēr

ēθ

M
θ

pi

O

pe

F F

F F

l

2ri 2re
0 ēz
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Objectifs de l’étude :

Exploiter les conditions imposées par l’équation d’équilibre et les conditions de
raccordement pour préciser au mieux la forme du champ de contrainte σ (M ),
solution du problème d’élasticité.

C’est une démarche inverse au TD précédent qui est proposée puisque cette fois les
conditions limites sont données et on cherche à déterminer le champ de contrainte
correspondant.

Résolution

La résolution proposée est décomposée en 4 étapes sous la forme de 4 exercices plus
un exercice complémentaire.

Toutes les composantes doivent être données dans le système de coordonnées
cylindriques.
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La résolution proposée est décomposée en 4 étapes sous la forme de 4 exercices plus
un exercice complémentaire.

Toutes les composantes doivent être données dans le système de coordonnées
cylindriques.

ēx
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Exercice

Exercice 1-4. Vérifier que le torseur des forces extérieures est nul.
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Correction

Les efforts extérieurs sont compatibles avec l’équilibre si leur torseur est nul[
O ,R,M

]
= 0

Calcul de R :

R =

ˆ
z=l

Fēzds +

ˆ
z=0

(−F ) ēzds︸ ︷︷ ︸
0

+

ˆ
r=re

(−pe) ērredθ dz︸ ︷︷ ︸
0

+

ˆ
r=ri

pi ērridθ dz︸ ︷︷ ︸
0

= 0

ēx
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(−F ) ēzds︸ ︷︷ ︸
0

+

ˆ
r=re
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ēr

ēθ
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0 ēz
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Leséquationsd’́equilibre Statiqueducylindresouspression

CalculdeM :

M =

ˆ

z=l

OM∧F̄ezrdrdθ

I1

+

ˆ

z=0

OM∧(−F)̄ezrdrdθ

I2

+

ˆ

r=re

OM∧(−pe)̄erredθdz

I3

+

ˆ

r=ri

OM∧pīerridθdz

I4

PourtoutpointM deΩ,onpeut́ecrire

OM=r̄er+z̄ez
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Leséquationsd’́equilibre Statiqueducylindresouspression

Calculonsśepaŕementchacunedes4int́egrales,avecOM=r̄er+z̄ez:

I1=

ˆ

z=l

OM∧F̄ezrdrdθ=

ˆ

z=l

OMrdrdθ

=k̄ez

∧F̄ez=0

I2=

ˆ

z=0

OM∧(−F)̄ezrdrdθ=

ˆ

z=0

OMrdrdθ

=0

∧(−F)̄ez=0
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Leséquationsd’́equilibre Statiqueducylindresouspression

I3=

ˆ

r=re

OM∧(−pe)̄erredθdz=

−pere

ˆ

r=re

(z̄ez+rēer)∧ērdθdz

=

−pere

ˆl

0

ˆ2π

0

z̄ez∧ērdθdz

=

−pere

ˆl

0

zdz

ˆ2π

0

ēz∧ērdθ

´
ēθdθ=0

=0
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I4=

ˆ

r=ri

OM∧pīerridθdz=

piri

ˆl

0

zdz

ˆ2π

0

ēz∧ērdθ

´
ēθdθ=0

=0
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I4=

ˆ

r=ri

OM∧pīerridθdz=piri

ˆl

0

zdz

ˆ2π

0

ēz∧ērdθ

´
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Bilan:lesolideesteńequilibrestatique
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Exercice

Exercice 1-5. Préciser la forme du tenseur des contraintes au point M ∈ ∂Ω en
considérant successivement chacune des faces du solide.
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la face supérieure z = l on a : T (M , ēz ) = Fēz , par conséquent

¯̄σ (z = l) ēz = Fēz ⇔

[σ (z = l)] =

σrr σrθ 0
σθr σθθ 0
0 0 F
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ēθ

M
θ

pi

O

pe

F F

F F

l

2ri 2re
0 ēz
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la face inférieur z = 0 on a T (M ,−ēz ) = −Fēz , par conséquent

¯̄σ (z = 0) ēz = Fēz ⇔

[σ (z = 0)] =

σrr σrθ 0
σθr σθθ 0
0 0 F
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Correction
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la surface cylindrique extérieure r = re on a T (M , ēr ) = −pe ēr , soit

¯̄σ (r = re) ēr = −pe ēr ⇔

[σ (r = re)] =

−pe 0 0
0 σθθ σθz
0 σzθ σzz
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la surface cylindrique intérieure r = ri on a T (M ,−ēr ) = pi ēr , d’où

¯̄σ (r = ri) ēr = −pi ēr ⇔

[σ (r = ri)] =

−pi 0 0
0 σθθ σθz
0 σzθ σzz
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Correction

Pour la surface cylindrique intérieure r = ri on a T (M ,−ēr ) = pi ēr , d’où

¯̄σ (r = ri) ēr = −pi ēr ⇔ [σ (r = ri)] =

−pi 0 0
0 σθθ σθz
0 σzθ σzz
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Exercice

Exercice 1-6. Expliquer pourquoi le champ de tenseur solution σ(M ) est
nécessairement indépendant des composantes θ et z du point M , autrement dit qu’il
s’écrit :

σ (M ) = σ (r) ∀M ∈ Ω

F. Petitjean (Génie Mécanique) Élasticité Janvier 2012 33 / 171



Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Correction

Propriété de la géométrie : le tube présente une symétrie autour de l’axe Oez et une
invariance par translation le long de ēz .

Propriété du chargement : le chargement en pression sur les surfaces extérieure et
intérieure présente une symétrie de révolution et est indépendant de
la variable z ;
le chargement aux extrémités présente également une symétrie de
révolution.

Propriété du matériau : le tube est constitué d’un matériau homogène et isotrope (la
propriété d’isotropie transverse suffit).

Bilan :
Le champ de contrainte doit nécessairement être invariant par rapport aux variables
(θ, z ) ; on cherche donc un tenseur de la forme :

¯̄σ (M ) = ¯̄σ (r) = σij (r) ēi ⊗ ēj

c’est à dire qu’il contient 6 composantes σij dépendant de la seule variable r .
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Le champ de contrainte doit nécessairement être invariant par rapport aux variables
(θ, z ) ; on cherche donc un tenseur de la forme :

¯̄σ (M ) = ¯̄σ (r) = σij (r) ēi ⊗ ēj
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la variable z ;
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Exercice

Exercice 1-7. Montrer qu’en tout point M ∈ Ω les axes Or ,Oθ,Oz sont
principaux pour σ (M ).

Indications : exploiter les équations d’équilibre et les conditions de raccordement.

Équations d’équilibre en coordonnées cylindrique avec σ (M ) = σ (r) :


∂σrr

∂r
+
σrr − σθθ

r
= 0

∂σθr
∂r

+ 2
σrθ

r
= 0

∂σzr

∂r
+
σzr

r
= 0
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Correction

L’équation d’équilibre sur ēθ est

rσ′rθ + 2σrθ = 0

Elle est résolue par la méthode des facteurs intégrants (cf. cours d’analyse I1-I2) :

σθr (r) =
α

r2

L’équation d’équilibre sur ēz est :

rσ′zr + σzr = 0

On obtient par la même méthode la solution

σzr (r) =
β

r
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rσ′zr + σzr = 0

On obtient par la même méthode la solution
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Les constantes α et β sont obtenues en considérant les conditions limites en r = re et
r = ri :

¯̄σ (re) ēr = −pe ēr ⇒

∣∣∣∣∣ σθr (re) = 0⇒ α = 0

σzr (re) = 0⇒ β = 0

d’où
σθr (r) = σzr (r) = 0

On a montré précédemment, en exploitant les conditions limites en z = 0 et z = l que

¯̄σ (r , θ, z = l) ēz = ¯̄σ (r) ēz = Fēz

ainsi
σzz (r) = σzz = F ; σrz (r) = σθz (r) = 0
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r = ri :

¯̄σ (re) ēr = −pe ēr ⇒

∣∣∣∣∣ σθr (re) = 0⇒ α = 0
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d’où
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Bilan des contraintes en présence : on a

¯̄σ (r) = σrr (r) ēr ⊗ ēr + σθθ (r) ēθ ⊗ ēθ + σzz ēz ⊗ ēz

ou encore, dans le repère Orθz ,

[σ (r)] =

σrr (r) 0 0
0 σθθ (r) 0
0 0 σzz


ce qui montre que les axes Or ,Oθ,Oz sont principaux pour σ (M ) quelque soit
M ∈ Ω.

On sait de plus que

σzz = F ;

σrr (ri) = −pi , σrr (re) = −pe et σrr (r) pour ri < r < re est inconnu ;

la composante σθθ (r) est inconnu mais on sait qu’elle vérifie l’équation
différentielle (équation d’équilibre sur ēr ) :

σθθ = r
∂σrr

∂r
+ σrr (4)
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Formule des chaudronniers

Remarque :

Les composante σrr et σθθ restent indéterminées. Pour déterminer complètement le
champ de contrainte σ (M ) il faut introduire le champ de déplacement et la loi de
comportement du matériau c’est-à-dire les coefficients élastiques E , ν.

En exploitant l’équation d’équilibre selon la direction Or , on peut calculer la valeur
moyenne de la composante σθθ le long d’un segment [ri , re ], à θ et z donnés.

〈σθθ〉 =
1

re − ri

ˆ re

ri

σθθ (r) dr =
piri − pere

re − ri
(5)

Cette formule, bien connue en pratique, est appelée la formule des chaudronniers.

Exercice 1-8. Etablir cette formule en exploitant l’équation d’équilibre sur ēr
précédente.
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Les équations d’équilibre Statique du cylindre sous pression

Correction

On a

〈σθθ〉 =
1

re − ri

ˆ re

ri

σθθ (r) dr

=
1

re − ri

ˆ re

ri

(
r
∂σrr

∂r
+ σrr

)
dr

=
1

re − ri

ˆ re

ri

d

dr
(rσrr ) dr =

1

re − ri
(reσrr (re)− riσrr (ri))

d’où la formule des chaudronniers :

〈σθθ〉 =
piri − pere

re − ri
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Relations cinématiques Champ de déformation
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Relations cinématiques Champ de déformation

Relations cinématiques - Champ de déformation

Soit ū (M ) le champ de déplacement dans le solide Ω.

Dans le cadre des hypothèses des petites perturbations (HPP), le champ de
déformation associé à ū (M ) est défini par :

¯̄ε (M ) =
1

2

(
Ou +

t
Ou
)

En explicitant l’expression de Ou dans les différents systèmes de coordonnées (cf.
annexe), on obtient les expressions suivantes pour les composantes de ¯̄ε.

Cas des coordonnées cartésiennes orthonormées :

εxx =
∂ux

∂x
; εyy =

∂uy

∂y
; εzz =

∂uz

∂z

εxy =
1

2

(
∂ux

∂y
+
∂uy

∂x

)
; εyz =

1

2

(
∂uy

∂z
+
∂uz

∂y

)
; εxz =

1

2

(
∂ux

∂z
+
∂uz

∂x

)
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Relations cinématiques Conditions de compatibilités

Conditions de compatibilités

Problème : pour un champ de tenseurs symétriques ¯̄ε (x̄) donné à quelles conditions
il existe un champ de déplacement ū (x̄) dont ¯̄ε soit le champ de gradient symétrisé
associé.

Théorème (Conditions de compatibilité)

Soit ¯̄ε (x̄) un champ de tenseurs symétriques. Il existe un champ de vecteurs ū (x̄) tel
que

¯̄ε (M ) =
1

2

(
Ou +

t
Ou
)
∀x̄

si et seulement si, ∀i , j , k , l ,

εik,jl + εjl,ik = εil,jk + εjk,il (6)
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Relations cinématiques Conditions d’appuis
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Relations cinématiques Conditions d’appuis

Conditions d’appuis

Il est possible d’imposer un déplacement sur une partie donnée δuΩ de la frontière :

u (M ) = ūd (M ) pour tout M ∈ δuΩ (7)

Définition

Le champ de déplacement ū (M ) est dit cinématiquement admissible (CA) s’il vérifie
les conditions de déplacements imposés sur δuΩ :

u (M ) = ūd (M ) pour tout M ∈ Ω
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u (M ) = ūd (M ) pour tout M ∈ Ω
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Relations cinématiques Conditions d’appuis

Exemple

Tube cylindrique dans un manchon rigide

ū (M ) = 0 pour tout M

tel que r = R et z = 0

p̄

Ω
R
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Loi de comportement thermoélastique Cas élastique (loi de Hooke)

Cas élastique (loi de Hooke)

Loi de Hooke

La loi de comportement linéarisée d’un matériau isotrope est donnée par

¯̄σ (¯̄ε) = λ (tr¯̄ε) ¯̄1 + 2µ¯̄ε (8)

Les scalaires λ, µ sont appelés les coefficients d’élasticité de Lamé.

Le relation inverse s’écrit simplement en fonction de module d’Young E et du
coefficient de Poisson ν :

¯̄ε (¯̄σ) =
1 + ν

E
¯̄σ − ν

E
(tr¯̄σ) ¯̄1 (9)
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Loi de comportement thermoélastique Cas élastique (loi de Hooke)

Autres expressions de la loi de Hooke
En décomposant les tenseurs en leur partie sphérique et déviatorique, on peut écrire
la loi de Hooke sous la forme suivante∣∣∣∣∣ σm = (3λ+ 2µ) εm

¯̄s = 2µ¯̄e
⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣
εm =

1

3λ+ 2µ
σm

¯̄e =
1

2µ
¯̄s

(10)

Relations entre les coefficients élastiques :

Coefficients de Lamé :

λ =
νE

(1 + ν) (1− 2ν)
; µ =

E

2 (1 + ν)
= G

Module d’Young et coefficient de Poisson :

E =
µ (3λ+ 2µ)

λ+ µ
; ν =

λ

2 (λ+ µ)

Module de compressibilité (Bulk modulus)

3K = 3λ+ 2µ =
E

1− 2ν
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Loi de comportement thermoélastique Cas thermoélastique

Cas thermoélastique

Principe : aux charges mécaniques s’ajoutent des variations de température qui
induisent des dilatations thermiques.

On note θ = T − T0 où T0 la température de référence

Définitions

La loi de comportement thermoélastique linéarisée d’un matériau isotrope est donnée
par

¯̄σ (¯̄ε) = λ (tr¯̄ε) ¯̄1 + 2µ¯̄ε− 3Kαθ¯̄1 (11)

où K est le module de compressibilité et α le coefficient de dilatation thermique (en
K−1).

La relation inverse s’écrit en fonction de E , ν, α :

¯̄ε (¯̄σ) =
1 + ν

E
¯̄σ − ν

E
(tr¯̄σ) ¯̄1 + αθ¯̄1 (12)

elle fait clairement apparâıtre la partition

¯̄ε = ¯̄εe + ¯̄εth

où ¯̄εth = αθ¯̄1 est la composante d’origine thermique qui est purement volumique.
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Formulationduprobl̀emed’́equilibréelastique
Onconsid̀ereunmilieucontinuΩ⊂R3eńequilibresousl’actiondesforces̄fvdans
Ω,F̄SsurunepartieδFΩdeδΩetavecled́eplacementimpośeūdsurδuΩ.

Leprobl̀emed’́equilibréelastiqueconsisteà
d́eterminerleschamps¯̄σ(M)etū(M)dansΩ
v́erifiant:

1 L’́equationd’́equilibredansΩ:

div̄̄σ+f̄v=0 (13)

2 LesconditionslimitessurδΩ

¯̄σ.̄n=F̄S surδFΩ (14)

ū=ūd surδuΩ (15)

3 L’́equationdecomportement

¯̄σ=λ(tr̄̄ε)̄̄1+2µ̄̄ε (16)

4 Lesrelationscińematiques

¯̄ε(M)=
1

2
u+

t
u (17)
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ū=ūd surδuΩ (15)

3 L’́equationdecomportement

¯̄σ=λ(tr̄̄ε)̄̄1+2µ̄̄ε (16)

4 Lesrelationscińematiques
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Leprobl̀emed’́equilibréelastiqueconsisteà
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Formulation du problème d’équilibre élastique Le problème d’équilibre élastique

Propriété d’unicité

On a le résultat fondamentale suivant :

Théorème d’unicité

La solution du problème d’équilibre élastique définie par les équations (13) à (17) est
unique.

Plus précisément,

il y a unicité des champs ¯̄σ et ¯̄ε dans Ω ;

il y a unicité du champ ū dans Ω, à un déplacement de corps rigide près.

Conséquence :

Quelque soit la méthode de construction employée, si les équations (13) à (17) sont
vérifiées la solution obtenue est l’unique solution.
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vérifiées la solution obtenue est l’unique solution.
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Formulationduprobl̀emed’́equilibreélastique Ḿethodesdeŕesolution

Ḿethodesdeŕesolution
Important:Iln’existepasdeḿethodeanalytiquesyst́ematiqueetentìerement
d́eductivequipermettedeconstruirelasolutionduprobl̀emed’́equilibréelastiqueà
partirdesdonńeesetdeśequationsdumod̀ele.

Danslasuite,onpŕesente2ḿethodesclassiques:

La ḿethodeencontrainte:onfaitlechoixd’uneformeparticulìerepour̄̄σ
etonparcourirlesch́emaenpartantdel’extŕemit́egauche.

La ḿethodeend́eplacement:onfaitlechoixd’uneformeparticulìerepour
ū

Résolution par la méthode 
des contraintes

Résolution par la méthode 

des déplacements

etonparcourirlesch́emaenpartantdel’extŕemit́edroite.
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etonparcourirlesch́emaenpartantdel’extŕemit́egauche.
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La ḿethodeencontrainte:onfaitlechoixd’uneformeparticulìerepour̄̄σ
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Formulation du problème d’équilibre élastique Méthodes de résolution

Méthode des contraintes : Équations de Beltrami

La méthode des contraintes fait appel aux équations de Beltrami ; celles-ci sont
obtenues selon le schéma suivant :

Principes :

1 On choisie ¯̄σ (M ) ∈ (SA) comme inconnu principal du problème d’élasticité, : on
parcourt le schéma de résolution depuis l’extrémité gauche.

2 Les équations de Beltrami permettent d’exprimer les conditions
d’intégrabilitées de ¯̄ε sur le champ de contrainte solution :

(1 + ν) div (O¯̄σ) + O (O (tr¯̄σ)) = 0 (18)

ou encore, en coordonnées cartésiennes :

(1 + ν) ∆σij +
∂2

∂xi∂xj
(tr¯̄σ) = 0 i , j = 1, 2, 3
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Formulation du problème d’équilibre élastique Méthodes de résolution

Remarques :

1 Cette méthode est utilisée lorsque les données permettent de proposer une forme
particulière pour le champ ¯̄σ(M ) solution.

2 Si le champ de contrainte ¯̄σ (M ) est constant (i.e. ¯̄σ (M ) = ¯̄σ) les équations de
Beltrami sont automatiquement vérifiées.

Méthode des contraintes - Bilan

Parmi les champs de contrainte ¯̄σ ∈ (SA) on cherche le tenseur ¯̄σ tel que :

1 les 6 équations de Beltrami (18) soient vérifiées

2 le champ de déplacement ū (M ) associé par (17) et (16) soit cinématiquement
admissible : ū ∈ (CA).
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Méthode des contraintes - Bilan

Parmi les champs de contrainte ¯̄σ ∈ (SA) on cherche le tenseur ¯̄σ tel que :
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Méthode des contraintes - Bilan

Parmi les champs de contrainte ¯̄σ ∈ (SA) on cherche le tenseur ¯̄σ tel que :
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Formulation du problème d’équilibre élastique Méthodes de résolution
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Schéma de résolution

Choix d’un champ de tenseur ¯̄σ (M ) ∈ (SA)
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Calcul de ū par intégration de ¯̄ε
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¯̄σ (M ) doit vérifier les équation de Beltrami

Calcul de ¯̄ε par la loi de Hooke

Calcul de ū par intégration de ¯̄ε

ū doit vérifier les conditions limites en déplacement

Solution : ū, ¯̄ε, ¯̄σ
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Formulation du problème d’équilibre élastique Méthodes de résolution

Méthode des déplacements : Équations de Navier
La méthode des déplacements fait appel aux équations de Navier ; celles-ci sont
obtenues selon le schéma suivant :

Principes :

1 On choisie ū (M ) comme inconnu principal du problème d’élasticité : on parcourt
le schéma de résolution page ?? depuis l’extrémité droite.

2 On combine les équations (13), (16) et (17) et on obtient les équations de Navier :

(λ+ µ)O (divū) + µdiv
(
Ou
)

+ f̄ v = 0 (19)

où encore, en coordonnées cartésiennes :

(λ+ µ)
∂2uj

∂xi∂xj
+ µ

∂2ui

∂xj∂xj
+ f v

i = 0 i = 1, 2, 3

Remarques :

Par cette transformation, l’équation d’équilibre divσ + f̄ v = 0 porte maintenant sur
la variable inconnue ū.

Cette méthode est utilisée lorsque les propriétés de symétrie permettent de proposer
une forme particulière pour le champ de déplacement solution ū(M ).
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La méthode des déplacements fait appel aux équations de Navier ; celles-ci sont
obtenues selon le schéma suivant :

Principes :

1 On choisie ū (M ) comme inconnu principal du problème d’élasticité : on parcourt
le schéma de résolution de la présente page depuis l’extrémité droite.

2 On combine les équations (13), (16) et (17) et on obtient les équations de Navier :

(λ+ µ)O (divū) + µdiv
(
Ou
)

+ f̄ v = 0 (19)

où encore, en coordonnées cartésiennes :

(λ+ µ)
∂2uj

∂xi∂xj
+ µ

∂2ui

∂xj∂xj
+ f v

i = 0 i = 1, 2, 3

Remarques :

Par cette transformation, l’équation d’équilibre divσ + f̄ v = 0 porte maintenant sur
la variable inconnue ū.
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Formulation du problème d’équilibre élastique Méthodes de résolution

Cas particulier

Compte tenu de la relation :

∆u = O (divū)− rot
(
rotū

)
l’équation de Navier peut également s’écrire :

(λ+ 2µ)O (divū)− µrot
(
rotū

)
+ f̄ v = 0

Lorsque le problème admet des symétries qui entrâınent que

rotū = O ∧ ū = 0

(cylindre sous pression) et que de plus f̄ v = 0 on obtient

divū = constante (20)

Méthode des déplacements - Bilan

Parmi les champs de déplacement ū ∈ (CA) on cherche le champ ū tel que :

1 les 3 équations de Navier (19) soient vérifiées ;

2 le champ de contrainte ¯̄σ (M ) associé par (17) et (16) soit statiquement
admissible.
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Cas particulier

Compte tenu de la relation :

∆u = O (divū)− rot
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divū = constante (20)
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Formulation du problème d’équilibre élastique Méthodes de résolution
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admissible.
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Schéma de résolution

Choix d’un champ de déplacement ū ∈ (CA)
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Formulation du problème d’équilibre élastique Méthodes de résolution

Schéma de résolution

Choix d’un champ de déplacement ū ∈ (CA)

Calcul de ¯̄ε par dérivation de ū

Calcul de ¯̄σ par la loi de Hooke

ū doit vérifier les équations de Navier

¯̄σ doit vérifier les conditions limites en effort

Solution : ū, ¯̄ε, ¯̄σ
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Chapitre II - Résolution de problèmes

Objectifs :

Appliquer les méthodes précédentes à des cas classiques d’élasticité
tridimensionnelle et bidimensionnelle

Sommaire

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
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-1 Problèmes d’élasticité plane
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Probl̀eme1- Traction-compressiond’unebarre Positionduprobl̀eme

Probl̀eme1:Traction-compressiond’unebarrecylindrique
Donńeesdeprobl̀eme:onconsid̀ereuncorpsΩdeformecylindriqueavecles
conditionsdechargementsuivant:

Forcevolumiquenulle:
f̄v=0 surΩ

Surfacelat́eralelibredecontrainte:

F
S
=0 sur∂Ω−(S0∪Sj)

Conditionsauxlimitesmixtesauextŕemit́es:

FSy =F
S
z =0 surS0etSl

udx=0 surS0; u
d
x=δ surSl

òuδestladonńeecińematiqueduprobl̀eme
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Problème 1 - Traction-compression d’une barre Résolution

Plan du paragraphe
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-1 Problèmes d’élasticité plane
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Problème 1 - Traction-compression d’une barre Résolution

Résolution

La méthode de résolution proposée consiste à partir d’une forme supposée du tenseur
des contraintes et de montrer que ce tenseur est statiquement admissible.

On s’appuie ensuite sur la propriété d’unicité pour justifier que le champ de
contrainte proposé et la solution du problème d’élasticité.

Exercice 2-1. On se place dans le repère cartésien (Oxyz ) tel que Oz est l’axe du
cylindre.

1 Proposer un champ de tenseur σ (M ) solution.

2 Vérifier que σ (M ) est statiquement admissible et qu’il satisfait aux équations de
Beltrami.

3 Calculer le champ de déformation ε (M ) puis le champ de déplacement solution
ū (M ).
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Beltrami.
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Problème 1 - Traction-compression d’une barre Résolution

Correction

Question 1 - La symétrie du problème suggère de choisir un champ de contrainte
homogène de la forme :

¯̄σ =

σēx ⊗ ēx ; ou [σ] =

 σ 0 0
0 0 0
0 0 0



Question 2 -

Vérification des équation d’équilibre : le tenseur ¯̄σ vérifie les équations (13) et
(14) ; il est donc statiquement admissible.

Vérification des équations de Beltrami : le champ ¯̄σ (M ) étant uniforme les
équations de Beltrami (18) sont automatiquement vérifiées.
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Problème 1 - Traction-compression d’une barre Résolution

Question 3 - Calcul du champ de déformation associé par la loi de Hooke (équation
16) :

¯̄ε =

σ

E
ēx ⊗ ēx −

νσ

E
(ēy ⊗ ēy + ēz ⊗ ēz ) ou [ε] =


σ

E
0 0

0 − ν
E
σ 0

0 0 − ν
E
σ


Ce tenseur est également homogène mais il n’est plus uniaxial.

Calcul de ū (M ) par intégration de ¯̄ε :∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ux

∂x
= εxx ;

∂uy

∂y
= εyy ;

∂uz

∂xz
= εzz

∂ui

∂xj
= 0 i 6= j

d’où, après intégration,

ū (M ) =
σ

E
xēx − ν

σ

E
(yēy + z ēz ) + λ̄+ ω̄ ∧ x̄

où ∣∣∣∣ λ̄ vecteur de translation arbitraire

ω̄ vecteur de rotation arbitraire
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(ēy ⊗ ēy + ēz ⊗ ēz ) ou [ε] =


σ

E
0 0

0 − ν
E
σ 0

0 0 − ν
E
σ


Ce tenseur est également homogène mais il n’est plus uniaxial.

Calcul de ū (M ) par intégration de ¯̄ε :∣∣∣∣∣∣∣∣
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Problème 1 - Traction-compression d’une barre Résolution

Les conditions limites en déplacement permettent de déterminer les constantes
d’intégration :

sur S0 :

ux = 0 pour x = 0 =⇒
∣∣∣∣ λx = 0
ω̄ = ωēx (ωy = ωz = 0)

Sur Sl :

ux (l , 0, 0) =
σ

E
l = δ ⇒ σ = E

δ

l

Bilan :

La solution du problème élastique est donnée par les équations :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

¯̄σ = E
δ

l
ēx ⊗ ēx

¯̄ε =
δ

l
ēx ⊗ ēx − ν

δ

l
(ēy ⊗ ēy + ēz ⊗ ēz )

ū (M ) =
δ

l
(x ēx − ν (yēy + z ēz ))

Remarque : le champ de déplacement est défini à une translation parallèle à Oyz et
une rotation autour de Ox près. Est-ce permis dans une résolution EF ?
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(ēy ⊗ ēy + ēz ⊗ ēz )
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ω̄ = ωēx (ωy = ωz = 0)

Sur Sl :

ux (l , 0, 0) =
σ

E
l = δ ⇒ σ = E

δ

l

Bilan :

La solution du problème élastique est donnée par les équations :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

¯̄σ = E
δ

l
ēx ⊗ ēx

¯̄ε =
δ

l
ēx ⊗ ēx − ν

δ

l
(ēy ⊗ ēy + ēz ⊗ ēz )

ū (M ) =
δ

l
(x ēx − ν (yēy + z ēz ))

Remarque : le champ de déplacement est défini à une translation parallèle à Oyz et
une rotation autour de Ox près. Est-ce permis dans une résolution EF ?
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Questioncompĺementaire:

Leprobl̀eméetantmaintenantŕesolu,onpeutchercheràv́erifiersilesolideestbien
eńequilibrestatiquesousl’actiondesforcesext́erieures.

LeseffortssurfaciquessurS0etSlsontuniforḿementŕepartisetlesvecteurs
contraintessontdonńespar:

F
S
=T(M,̄n)=¯̄σ.̄n=E

δ

l
(̄ex⊗ēx).̄n

SurSl:

T(M,̄ex)=E
δ

l
ēx =⇒ Fl=

SE
δ

l
ēx=Sσ̄ex

SurS0:

T(M,−̄ex)=−E
δ

l
ēx =⇒ F0=

−SE
δ

l
ēx=−Sσ̄ex
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(̄ex⊗ēx).̄n

SurSl:

T(M,̄ex)=E
δ

l
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ēx=Sσ̄ex

SurS0:

T(M,−̄ex)=−E
δ

l
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Position du problème

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique
Position du problème
Résolution
Cas d’une barre de section circulaire

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
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Probl̀eme2- Torsioninfinit́esimaled’unebarrecylindrique Positionduprobl̀eme

Probl̀eme2-Torsiond’unebarrecylindrique
Positionduprobl̀eme

OnnoteOxyzunsyst̀emedecoordonńeescart́esiennesorthonorḿeesetonconsid̀ere
unebarrecylindriqued’axeOz,delongueurl,constitúeed’unmat́eriaúelastique.

Ond́esigneparSlasectioncouranteetonnoteS0etSlles
sectionsextŕemit́es.

Descriptionduchargement:

LesforcesvolumiquessontnullessurΩ:

f̄v=0 (21)

Lasurfacelat́eraleestlibredecontrainte:

F
S
=0sur∂Ω−S0−Sl (22)

Lesdonńeessurlessurfacesd’extŕemit́esS0,Slsont
incompl̀etes.Onimposequelestorseursdesforces

surfaciquesF
S
surSletsurS0soient́equivalentsàun

momentd’axeOz:

letorseurdesforcessurfaciqueF
S
surSlest O,O,Cēz (23)

letorseurdesforcessurfaciqueF
S
surS0est O,O,−Cēz (24)
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Position du problème

Objectif de l’étude :

Le but de l’étude est de construire une solution d’équilibre élastique en accord avec
les conditions limites (21)-(24).

Cette solution correspondra à des formes particulières pour les distributions F
S

sur
S0 et Sl qui seront donc fixées a posteriori.

Remarques :

1 Cette méthode dite semi inverse (CL non entièrement définies) a été introduite
par A. Barré de St. Venant en 1853.

2 Les conditions limites (22)-(24) ne portant que sur des forces il faut s’assurer
qu’elles sont compatibles avec l’équilibre statique.

C’est le cas puisque le torseur de tous les efforts extérieures est nul (cf. l’exercice
Torsion d’un cylindre de section circulaire)
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique
Position du problème
Résolution
Cas d’une barre de section circulaire

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
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Probl̀eme2- Torsioninfinit́esimaled’unebarrecylindrique Ŕesolution

Ŕesolutionparla ḿethodedud́eplacementIdée:

Lechargementappliqúeesurlabarre(coupleCēz)entrâıneunetorsionautourde
l’axeOz.Onproposedoncdechercherunesolutionend́eplacementdelaforme

ū(M)=αz̄ez∧OM+αϕ(x,y)̄ez (25)

Justificationduchampded́eplacementpropośe:

Dansl’hypoth̀esedesd́eplacementsinfinit́esimaux,letermeαz̄ez∧OM
correspondàunerotationd’ensembledelasectioncouranteSautourdeOz
d’angleθ=αz(rotationproportionnelleàlacoteenz).

Letermeαϕ(x,y)̄ezpermetd’introduireuńeventuellegauchissementdela
sectionselon̄ez,quel’onlesupposeind́ependantdelapositionenzdelasection.
αetϕsontdesgrandeursàd́eterminerenfonctiondesdonńeesduprobl̀eme.
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l’axeOz.Onproposedoncdechercherunesolutionend́eplacementdelaforme
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Letermeαϕ(x,y)̄ezpermetd’introduireuńeventuellegauchissementdela
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Exercice

Exercice 2-2. Calcul des grandeurs cinématiques

1 Calculer les composante de ū sur Oxyz et en déduire le champ de déformation
ε (M ).

2 Montrer ou justifier, à partir de la forme du tenseurs des déformations, les
observations suivantes :

1 la déformation volumique εv est nulle en tout point ;

2 les sections droites ne sont pas déformées dans leur plan ;

3 une fibre dirigée selon Oz ne subit aucun allongement et reste droite.

3 Calculer σ (M ) en utilisant la loi de Hooke et montrer que sur une facette
parallèle à Oz , il ne s’exerce qu’une contrainte de cisaillement parallèle à Oz .
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Question 1 - Composante de ū sur Oxyz :

ux =

− αzy

; uy =

αzx

; uz =

αϕ (x , y)

(26)

L’hypothèse des déplacements infinitésimaux impose que

max (|ux | , |uy | , |uz |)� l

Calcul du champ de déformation selon la relation (17) :

¯̄ε (x , y , z ) =
1

2
α

(
∂ϕ

∂x
− y

)
(ēx ⊗ ēz + ēz ⊗ ēx )

+
1

2
α

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
(ēy ⊗ ēz + ēz ⊗ ēy)

ou [ε] =

 0 0 εxz
0 0 εyz
εzx εzy 0

 (27)

Observations :

La déformation volumique est nulle en tout point ; en effet :

εV = tr¯̄ε = 0

Les sections droites ne sont pas déformées dans leur plan puisque

εxx = εyy = εyx = 0

Une fibre dirigée selon Oz ne subit aucun allongement et reste droite ; en effet

ε (M , ēz ) = εzz = 0
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ux = − αzy ; uy = αzx ; uz = αϕ (x , y) (26)
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Calcul du champ de déformation selon la relation (17) :

¯̄ε (x , y , z ) =
1

2
α

(
∂ϕ

∂x
− y

)
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ux = − αzy ; uy = αzx ; uz = αϕ (x , y) (26)

L’hypothèse des déplacements infinitésimaux impose que

max (|ux | , |uy | , |uz |)� l

Calcul du champ de déformation selon la relation (17) :

¯̄ε (x , y , z ) =
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2
α
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− y
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2
α
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∂ϕ
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)
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0 0 εyz
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 (27)

Observations :

La déformation volumique est nulle en tout point ; en effet :

εV = tr¯̄ε = 0

Les sections droites ne sont pas déformées dans leur plan puisque

εxx = εyy = εyx = 0

Une fibre dirigée selon Oz ne subit aucun allongement et reste droite ; en effet

ε (M , ēz ) = εzz = 0
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+
1

2
α

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Question 2 - Calcul du champ de contrainte (loi de Hooke (16)) :

¯̄σ (x , y , z ) = µα

(
∂ϕ

∂x
− y

)
(ēx ⊗ ēz + ēz ⊗ ēx )

+ µα

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
(ēy ⊗ ēz + ēz ⊗ ēy)

[σ] =

 0 0 σxz

0 0 σyz

σzx σzy 0

 (28)

Sur une facette parallèle à Oz , il ne s’exerce qu’une contrainte de cisaillement
parallèle à Oz puisque les vecteurs contraintes T (M , ēx ) et T (M , ēy) sont portés par
ēz .
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Probl̀eme2- Torsioninfinit́esimaled’unebarrecylindrique Ŕesolution

Commentaires:Lefaitqu’unefibredroiterestedroiteapr̀estorsiondelabarre

peutparâıtreparadoxaldansl’id́eeintuitivequel’onsefaitd’unebarretordue!

Ceparadoxeestlíeànotrehypoth̀esedespetitsd́eplacements.

Pourvisualisercemodeded́eformationonpeutimaginerlabarrecommeun
assemblagedefibrestr̀esfinesparall̀elesàOz.

Danslatorsioninfinit́esimalecesfibress’inclinentsurOzetsubissentune
translationparall̀eleàcetaxe.
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Exercice

Exercice 2-3. Montrer en exploitant les équations d’équilibre et les conditions
limites les relations suivantes

∆2ϕ =
∂2ϕ

∂x2
(x , y) +

∂2ϕ

∂y2
(x , y) = 0 dans Ω (29)

où ∆2ϕ désigne le laplacien bidimensionnel de ϕ, et

O2ϕ.n̄ = nxy − nyx sur ∂S , bord de la section S (30)

où O2ϕ désigne le gradient de ϕ en dimension 2 et n̄ = nx ēx + ny ēy est le vecteur
normal à la surface latérale.
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Correction

Les équations d’équilibre (relation (13)) sur x et y sont automatiquement vérifiées, il
reste l’équation sur z

∂σzx

∂x
+
∂σzy

∂y
= 0

soit, en utilisant l’expression donnée en (28),

∆2ϕ =
∂2ϕ

∂x2
(x , y) +

∂2ϕ

∂y2
(x , y) = 0 dans Ω

Exploitation des conditions limites sur la surface libre (relation (21))

¯̄σ.n̄ = F
S

= 0 sur ∂Ω− S0 − Sl

on obtient la relation

nx
∂ϕ

∂x
+ ny

∂ϕ

∂y
+ nyx − nxy = 0

soit, dans l’espace à 2 dimensions

O2ϕ.n̄ = nxy − nyx sur ∂S , bord de la section S
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Problème de Neumann

Résultat mathématique :

La théorie des EDP montre que les équations (29) et (30) permettent de déterminer
la fonction ϕ.

Ces équations définissent le problème de Neumann.

Question :

La fonction ϕ ainsi trouvée vérifie t-elle les conditions aux limites (23)-(24) imposées
sur les sections d’extrémités S0,Sl , à savoir :

le moment résultant s’écrit M = C ēz sur Sl (−C ēz sur S0) ;

la résultante R des forces surfaciques est nulle
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Calcul du moment résultant des forces surfacique sur Sl :

On a

M =

ˆ
Sl

OM ∧ T (M , ēz ) da

Comme σzz = 0, on a

Mx = My = 0

Mz =

ˆ
Sl

(xσyz − yσxz ) da = µα

ˆ
Sl

x

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
− y

(
∂ϕ

∂x
− y

)
da (31)

Le moment est bien de la forme M = C ēz .

On trouve un moment résultant opposé sur S0.
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Calcul de la résultante des forces surfacique sur Sl :

On a

F
Sl = ¯̄σ (M ) .ēz = T (M , ēz ) ⇒ R =

ˆ
Sl

T (M , ēz ) da

d’où les 3 équations scalaires

Rx =

ˆ
Sl

σxzda =

ˆ
Sl

µα

(
∂ϕ

∂x
− y

)
da

Ry =

ˆ
Sl

σyzda =

ˆ
Sl

µα

(
∂ϕ

∂x
+ x

)
da

Rz =

ˆ
Sl

σzzda = 0

Montrons que ϕ, solution du problème de Neumann (29)-(30), vérifie

Ix =

ˆ
S

(
∂ϕ

∂x
− y

)
da = 0

où S est la section droite courante.
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Ix =

ˆ
S

(
∂ϕ

∂x
− y

)
da = 0
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

On part de la condition O2ϕ.n̄ = n1y − n2x que vérifie ϕsur ∂S(
∂ϕ

∂x
− y

)
nx +

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
ny = 0

En multipliant par x et en intégrant sur le contour ∂S , on obtient

ˆ
∂S

[
x

(
∂ϕ

∂x
− y

)
nx + x

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
ny

]
ds =

ˆ
∂S

w̄ .n̄ds = 0

où w̄ est le vecteur de composante

w1 = x

(
∂ϕ

∂x
− y

)
, w2 = x

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

En utilisant le théorème de la divergence on obtient

ˆ
∂S

w̄ .n̄ds =

ˆ
S

divw̄da

Or, puisque ∆2ϕ = 0

divw̄ =
∂w1

∂x
+
∂w2

∂y
=

∂

∂x

(
x

(
∂ϕ

∂x
− y

))
+

∂

∂y

(
x

(
∂ϕ

∂y
+ x

))

=
∂ϕ

∂x
− y + x∆2ϕ =

∂ϕ

∂x
− y

Ainsi

Ix =

ˆ
S

divw̄da = 0

On démontre de même que Ry = 0 et par suite que R = 0.
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Bilan :

1 Le choix du champ de déplacement (25) est compatible avec les conditions
limites (22)-(24).

2 Le paramètre α introduis dans le champ de déplacement est déterminé à partir
de la donnée C par la relation

C = µJα soit α =
C

µJ
(32)

avec

J =

ˆ
S

x

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
− y

(
∂ϕ

∂x
− y

)
da (33)

Commentaires sur le facteur J :

J est déterminé par la seule solution du problème de Neumann (29)-(30).

Il ne dépend que de la géométrie de la section droite S : c’est une caractéristique
intrinsèque de la section (i.e. indépendante du système d’axe).

Il est appelé inertie de torsion de la section ; il a pour dimension la puissance
4e d’une longueur.

On peut montrer que J est positif.
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intrinsèque de la section (i.e. indépendante du système d’axe).
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Reformulation du problème :

Le problème de torsion étant maintenant résolu on peut le reformuler ainsi.

1 Pour une barre cylindrique de section S donnée, on détermine la fonction ϕ en
résolvant le problème de Neumann (29)-(30).

On peut ainsi calculer l’inertie de torsion J selon la relation (33).

2 La force surfacique F
S

(x , y) sur Sl (conditions limites (23)) peut alors être
complètement définie : 

FS
1 (x , y) =

C

J

(
∂ϕ

∂x
− y

)
FS

2 (x , y) =
C

J

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
FS

1 (x , y) = 0

(34)

Les conditions sur S0 sont opposées.

3 La solution est donnée par la formule (25) pour ū (M ) et par (28) pour ¯̄σ (M ).
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2 La force surfacique F
S

(x , y) sur Sl (conditions limites (23)) peut alors être
complètement définie : 

FS
1 (x , y) =

C

J

(
∂ϕ

∂x
− y

)
FS

2 (x , y) =
C

J

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
FS

1 (x , y) = 0

(34)

Les conditions sur S0 sont opposées.

3 La solution est donnée par la formule (25) pour ū (M ) et par (28) pour ¯̄σ (M ).
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Commentaires :

La relation C = µJα montre que le couple de torsion est proportionnel à la
rotation différentielle α, ou encore, pour l donnée, à la rotation de Sl par rapport
à S0.

α est ainsi appelé angle de torsion, il correspond à une torsion pour une
longueur de barre selon Oz unité.

En introduisant module de cisaillement G on peut également écrire

C = GJα

G apparâıt ainsi comme le facteur de proportionnalité entre le couple C et
l’angle de torsion α.

Cette relation est à rapprocher la loi de Hooke uniaxiale en traction

F = ES
∆l

l

ou encore, de la loi de variation de volume en compression :

p = K
∆V

V
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Résolution

Illustrations
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Cas d’une barre de section circulaire

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique
Position du problème
Résolution
Cas d’une barre de section circulaire

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
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Probl̀eme2- Torsioninfinit́esimaled’unebarrecylindrique Casd’unebarredesectioncirculaire

Casd’unebarredesectioncirculaire

Ons’int́eresseaucasparticulieròulasectiondroiteestundisquederayonR.

PourlasectionS0decentreO,leprobl̀emedeNeumannpourϕs’́ecrit

∆2ϕ=0 surS

n1
∂ϕ1
∂x1
+n2

∂ϕ2
∂x2

=0

Lasolution(̀auneconstantepr̀es)est:ϕ=0

F.Petitjean (Ǵenie Ḿecanique) Élasticit́e Janvier2012 95/171



Probl̀eme2- Torsioninfinit́esimaled’unebarrecylindrique Casd’unebarredesectioncirculaire

Exercice
Exercice2-4. Ŕesolutionduprobl̀emedetorsiond’unebarredesectioncirculaire
(applicationducasǵeńeral).

1 Donneràpartirdel’expression(25)lescomposantesduchampded́eplacement
danslerep̀erecart́esien(Oxyz)etdansunrep̀erecylindrique(Orθz).

2 Calculerlescomposantesdutenseurdescontraintesdanslesdeuxrep̀eres
cart́esienetcylindrique.

3 Calculerl’inertiedetorsionJselonlaformule(33).

4 Montrerqueladistributiondeseffortssurfaciquesestuneforceorthoradiale,
c’estàdirediriǵeenormalementaurayonvecteur,etproportionnelleàr.
Comparervosŕesultatsavecl’́etudesurlatorsiond’uncylindre.
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Cas d’une barre de section circulaire

Correction

Question 1 - Expression du champ de déplacement à partir de l’expression (26) :

Composante de ū sur Oxyz :
ux = −αzy

uy = αzx

uz = 0

ou en coordonnées cylindrique :

ū = αzr ēθ

Commentaire :

Comme uz = αϕ = 0 il n’y a pas gauchissement des sections droites.
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Cas d’une barre de section circulaire

Question 2 - Expression du champ de contrainte d’après (28) :

Composante sur Oxyz :
σxz = σzx = −µαy

σyy = σzy = µαx

autres σij = 0

ou en coordonnées cylindrique :{
σθz = σzθ = µαr

autres σij = 0

Commentaire :

En chaque point de la barre, on a un état de cisaillement simple dans le plan
parallèle à la section droite dont l’intensité est proportionnelle à r .

[σ] =

0 0 0
0 0 σθz
0 σzθ 0



Question 3 - Inertie de torsion (formule (33)) :

J =

ˆ
S

(
x2 + y2) da =

ˆ R

0

ˆ 2π

0

r2r dr dθ = π
R4

2

c’est le moment d’inertie polaire autour de Oz .
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Probl̀eme2- Torsioninfinit́esimaled’unebarrecylindrique Casd’unebarredesectioncirculaire

Question4-DistributiondeseffortssurfaciquessurSl(relations(34)):

ComposantesurOxyz:






FSx =−
C

J
y=−

2C

πR4
y

FSy =
C

J
x=

2C

πR4
x

FSz =0

ouencoordonńeescylindrique:

F
S
(r)=

2C

πR4
r̄eθ

Ils’agitd’uneforcesurfaciqueorthoradiale,c’est̀adirediriǵeenormalementaurayon
vecteur,etproportionnelleàr.
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Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique Cas d’une barre de section circulaire

Illustrations
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Position du problème

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression
Position du problème
Résolution du problème d’élasticité
Cas de la sphère pleine
Limite initiale d’élasticité
Cas de la coque sphérique mince

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
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Probl̀eme3: Équilibreélastiqued’unesph̀erecreusesous
pression Positionduprobl̀eme

Probl̀eme3:Équilibréelastiqued’unesph̀erecreusesouspression

Positionduprobl̀eme:onconsid̀ereuneenveloppesph́eriquedecentreOde
rayonsr0etr1.Onseplacedansunsyst̀emedecoordonńeessph́eriquesOrθϕ.

Lesdonńeessurlescontoursneportentquesurlesforcessurfaciques(pasde
d́eplacementimpośe):

Pressionuniformep0àl’int́erieur:

F
S
(M)=p0̄er pourr=r0 (∂S0)

Pressionuniformep1àl’ext́erieur:

F
S
(M)=−p1̄er pourr=r1 (∂S1)

Lesforcedevolumessontnulles:

f̄v(M)=0 surΩ

Lebutdel’́etudeestdecalculerlasolutionduprobl̀emed’́elasticit́ec’est-̀a-direde
d́eterminerleschampssolutionsū(M),̄̄ε(M),̄̄σ(M)entoutpointM dusolide.

C’estlaḿethodedud́eplacementquiestchoisie.
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Probl̀eme3:Équilibréelastiqued’unesph̀erecreusesouspression

Positionduprobl̀eme:onconsid̀ereuneenveloppesph́eriquedecentreOde
rayonsr0etr1.Onseplacedansunsyst̀emedecoordonńeessph́eriquesOrθϕ.
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Pressionuniformep0àl’int́erieur:
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Résolution du problème d’élasticité

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression
Position du problème
Résolution du problème d’élasticité
Cas de la sphère pleine
Limite initiale d’élasticité
Cas de la coque sphérique mince

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Résolution du problème d’élasticité

La résolution est découpée en étapes selon le schéma général précédent :

1 Choix a priori d’une forme particulière pour le champ de déplacement. Ce choix
permet de réduire le problème à la détermination d’une fonction scalaire
dépendant de la seule composante radiale de M .

2 Calcul des tenseurs associés ε (M ) et σ (M ).

3 Formulation et résolution de l’équation de Navier.

4 Détermination des constantes d’intégration en exploitant les conditions limites
en efforts.

Étape 1 - Choix d’un champ de déplacement.

Exercice 2-5. Choix d’un champ de déplacement et calcul des tenseurs associés

1 Justifier le choix a priori d’un champ de déplacement de la forme

ū (M ) = rf (r) ēr

Quelle justification a posteriori peut-on donner au choix de tel ou tel forme de
solution ?

2 Calculer les tenseurs ε (M ) et σ (M ) correspondant.
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permet de réduire le problème à la détermination d’une fonction scalaire
dépendant de la seule composante radiale de M .

2 Calcul des tenseurs associés ε (M ) et σ (M ).

3 Formulation et résolution de l’équation de Navier.
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Quelle justification a posteriori peut-on donner au choix de tel ou tel forme de
solution ?

2 Calculer les tenseurs ε (M ) et σ (M ) correspondant.
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Résolution du problème d’élasticité

Correction

Question 1 - Les propriétés de symétrie du problème (forme, chargement,
matériau), suggère de choisir un champ ū uniquement radial et fonction de la seule
composante r .

C’est le théorème d’existance et d’unicité du problème d’équilibre qui justifie a
posteriori le choix de telle forme du champ de déplacement.

Question 2 - Le champ de déformation correspondant est donné par (cf.
l’expression de ¯̄ε en coordonnées sphériques) :

¯̄ε =
(
rf ′ (r) + f (r)

)
ēr ⊗ ēr + f (r) (ēθ ⊗ ēθ + ēφ ⊗ ēφ)

Le champ de contrainte est donné par la loi de Hooke :

¯̄σ = (3λ+ 2µ) f (r) ¯̄1 + (λ+ 2µ) rf ′ (r) ēr ⊗ ēr

+λrf ′ (r) (ēθ ⊗ ēθ + ēφ ⊗ ēφ)
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Résolution du problème d’élasticité

Exercice

Étape 2 - Résolution de l’équation de Navier

Exercice 2-6. Résolution de l’équation de Navier

1 Montrer que la fonction inconnue f vérifie l’équation différentielle

3f (r) + rf ′ (r) = 3a

Indication : on vérifiera pour cela que le champ de déplacement est irrotationnel.

2 Vérifier que la fonction

f (r) = a +
b

r3

est une solution de l’équation précédente, où a, b sont des constantes à
déterminer. En déduire l’expression du champ de déplacement ū (M ) en fonction
de a, b.
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Correction
Question 1 - Le champ de déplacement est irrotationnel puisqu’il vérifie

rotū = O ∧ ū = 0

(on peut également vérifier que Ou est symétrique).

L’équation de Navier prend alors la forme :

(λ+ 2µ) divū = Φ + C avec f̄ v = −OΦ

Comme les forces volumiques sont nulles, le potentiel Φ est constant, l’équation de
Navier devient :

divū = 3a

où a est une constante à déterminer. L’équation à résoudre est donc

3f (r) + rf ′ (r) = 3a

Question 2 - Cette équation différentielle peut être résolue par la méthode du
facteur intégrant. On obtient

f (r) = a +
b

r3

où a et b sont des constantes à déterminer.

Le champ de déplacement solution a donc pour expression

ū (r) = rf (r) ēr =

(
ar +

b

r2

)
ēr
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(λ+ 2µ) divū = Φ + C avec f̄ v = −OΦ

Comme les forces volumiques sont nulles, le potentiel Φ est constant, l’équation de
Navier devient :
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3f (r) + rf ′ (r) = 3a
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facteur intégrant. On obtient

f (r) = a +
b

r3
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Résolution du problème d’élasticité

Exercice

Étape 3 - Détermination des constantes d’intégration

Exercice 2-7. Déterminer les constantes d’intégration en exploitant les conditions
limites du problème et résoudre complètement le problème d’élasticité.

1 Montrer que les composantes de ε et σ s’écrivent

εrr = a − 2b

r3
, εθθ = εφφ = a +

b

r3
, autres εij = 0

σrr = A− 2B

r3
, σθθ = σφφ = A +

B

r3
, autres σij = 0

avec
A = (3λ+ 2µ) a , B = 2µb

2 Écrire les relations que doivent vérifier les constantes d’intégration A,B pour
que le champ de contrainte satisfasse les conditions de contour.

3 Déterminer les constantes d’intégration et résoudre complètement le problème
d’élasticité.
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Résolution du problème d’élasticité

Correction

Question 1 - On a les relations

f = a +
b

r3
; rf ′ = 3 (a − f ) = −3b

r3

En remplaçant f et rf ′ dans les expressions de ¯̄ε et ¯̄σ on obtient :

les composantes du tenseur des déformations

εrr = a − 2b

r3
, εθθ = εφφ = a +

b

r3
, autres εij = 0

les composantes du tenseur des contraintes

σrr = A− 2B

r3
, σθθ = σφφ = A +

B

r3
, autres σij = 0

avec
A = (3λ+ 2µ) a , B = 2µb
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Question 2 - Condition sur ∂S0, on a F
S

= p0ēr , et n̄ = −ēr , ainsi

T (M , n̄) = F
S

= p0ēr ⇒ T (M , ēr ) = −T (M , n̄) = −p0ēr

ainsi
σrr = T (M , ēr ) .ēr = −p0

d’où la relation :

A− 2
B

r3
0

= −p0

Condition sur ∂S1, on a F
S

= −p1ēr , et n̄ = ēr , soit

T (M , ēr ) = −p1ēr ⇒ σrr = −p1

d’où la relation :

A− 2
B

r3
1

= −p1

Question 3 - Les constantes A et B sont obtenues en résolvant le système linéaire
2× 2 précédent, on obtient :

A =
p0r3

0 − p1r3
1

r3
1 − r3

0

, B =
1

2
(p0 − p1)

r3
0 r3

1

r3
1 − r3

0

et donc

a =
A

3λ+ 2µ
; b =

B

2µ
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Résolution du problème d’élasticité

Bilan

On a déterminé un champ ¯̄σ (M ) ∈ (SA) et un déplacement ū (M ) ∈ (CA), le couple
(¯̄σ (M ) , ū (M )) est donc l’unique solution du problème d’élasticité posé.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ū (M ) =

(
B

2µ

1

r2
+

A

3λ+ 2µ
r

)
ēr

¯̄ε (M ) =

(
−B

µ

1

r3
+

A

3λ+ 2µ

)
ēr ⊗ ēr +

(
B

2µ

1

r3
+

A

3λ+ 2µ

)
(ēθ ⊗ ēθ + ēφ ⊗ ēφ)

¯̄σ (M ) =

(
−2B

r3
+ A

)
ēr ⊗ ēr +

(
B

r3
+ A

)
(ēθ ⊗ ēθ + ēφ ⊗ ēφ)

A =
p0r

3
0−p1r

3
1

r3
1−r3

0
, B = 1

2
(p0 − p1)

r3
0 r3

1

r3
1−r3

0

Remarque : ce problème peut également être résolu par la méthode des contraintes
en utilisant une forme réduite des équations de Beltrami propre aux problème
possédant une symétrie sphérique : une idée de DS !

FIN DU PROBLÈME
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Cas de la sphère pleine

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression
Position du problème
Résolution du problème d’élasticité
Cas de la sphère pleine
Limite initiale d’élasticité
Cas de la coque sphérique mince

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Cas de la sphère pleine

Cas de la sphère pleine

Le cas de la sphère pleine correspond à r0 = 0.

La régularité de la solution pour r = 0 impose que b = 0 (sinon lim
r→0

ur (r) =∞),

d’où
B = 0

La condition limite sur ∂S1 permet de déterminer A :

A = −p1

Ainsi, le champ de contrainte dans la sphère est donné par :

¯̄σ = −p1
¯̄1 (contrainte isotrope)

et le champ de déplacement est donné par :

ū(r) = a r ēr = − p1

3λ+ 2µ
r ēr = − p1

3K
r ēr

Remarque :

Cette solution reste valable quelque soit la forme du solide plein soumis à une
pression normale uniforme. On retrouve un résultat déjà établis.
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r ēr

Remarque :

Cette solution reste valable quelque soit la forme du solide plein soumis à une
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Limite initiale d’élasticité
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Limite initiale d’élasticité

Limite initiale d’élasticité

On se place dans le cas où p0 = 0 et on suppose que la limite élastique du matériau
est régie par le critère de Tresca

f
(
σ
)

= max
1≤i,j≤3

(|σi − σj |)− σs ≤ 0

Exercice 2-8. Limite d’élasticité

1 Écrire la condition de non plastification en fonction de p1, r0, r1, σs et r .

2 Tous les paramètres étant fixés, montrer que la contrainte limite est atteinte en
premier lieu sur la paroi intérieure de la sphère.

On note p∗ la valeur de la pression limite en ces points. Calculer p∗ en fonction
de r0, r1, σs .
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Limite initiale d’élasticité

Correction

Question 1 - Le repère sphérique étant principal, le critère de Tresca s’écrit
directement

f
(
σ
)

= max
1≤i,j≤3

(|σi − σj |) = |σrr − σθθ| − σs ≤ 0

soit,
3

2

p1

r3
1 − r3

0

r3
0 r3

1

r3
≤ σs

Question 2 - Puisque r intervient au dénominateur, les points où le critère de
Tresca est maximal sont situés sur la surface intérieure ∂S0 (i.e. r = r0) .

La pression extérieure maximale admissible p∗ vérifie donc la relation

3

2

p∗r3
1

r3
1 − r3

0

= σs

soit

p∗ =
2

3
σs

(
1− r3

0

r3
1

)
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Tresca est maximal sont situés sur la surface intérieure ∂S0 (i.e. r = r0) .

La pression extérieure maximale admissible p∗ vérifie donc la relation
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Limite initiale d’élasticité

Compléments - On fixe le rayon intérieur r0 et on s’intéresse à la relation
r1 → p∗ (r1). Cette relation est de la forme

y = 1− 1

x3
, x > 1

On a
p∗(r0) = 0, lim

r1→∞
p∗ (r1) = p∗∗ =

2

3
σs

p∗ (r1 = 2r0) =
2

3
σs

(
1− 1

23

)
=

7

8
p∗∗

Lorsque le rayon extérieur est deux fois plus grand que le rayon intérieur, la pression
admissible vaut déjà 88% de la pression maximale admissible : on ne gagne donc pas
grand chose à augmenter beaucoup l’épaisseur de la coque.
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Limite initiale d’élasticité

Commentaires

L’état de contrainte dans une sphère pleine en compression uniforme est donné par le
tenseur sphérique

σ = −p11

Le critère de la contrainte tangentielle maximum (Tresca) n’est donc jamais violé : sa
résistance à la compression est donc illimitée.

En revanche, pour une creuse, lorsque r0 → 0 on a p∗ = 2
3
σs et cela quelque soit r1.

Par conséquent, la présence d’un micro-défaut réduit considérablement la résistance à
la compression uniforme.
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Cas de la coque sphérique mince

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression
Position du problème
Résolution du problème d’élasticité
Cas de la sphère pleine
Limite initiale d’élasticité
Cas de la coque sphérique mince

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
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Probl̀eme3: Équilibreélastiqued’unesph̀erecreusesous
pression Casdelacoquesph́erique mince

Casdelacoquesph́eriquemince

Onreprendlecasdelasph̀ereduprobl̀emeǵeńeralpŕećedentetonnote

e=r1−r0 l’́epaisseurdelacoque

R= 1
2
(r0+r1) lerayonmoyen

Ons’int́eresseaucasparticulieròul’́epaisseurestinfinimentmincerelativementau
rayon,c’est-̀a-diretelque

e R ⇐⇒
e

R
1
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Cas de la coque sphérique mince

Cas où la pression extérieure est supposée nulle : p1 = 0

Exercice 2-9. Formule des chaudronniers

1 Calculer, à partir des formules générale, la composante circonférentielle σθθ, dans
le cas particulier où la pression extérieure est nulle.

2 Montrer que lorsque la coque est mince, la contrainte circonférentielle est
approchée par

σθθ =
p0R

2e

Indication : on pose h = e/2, de telle sorte que

r0 = R − h ; r1 = R + h ; r = R + O (h)

Calculer au préalable r3
1 − r3

0 .

On retrouve ainsi la formule des chaudronniers établis au chapitre 3.
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Cas de la coque sphérique mince

Correction
Question 1 - L’application directe de la formule donne

σθθ (r) =
B

r3
+ A =

p0r3
0

r3
1 − r3

0

(
1 +

r3
1

2r3

)
(35)

Question 2 - On pose h = e/2, de telle sorte que
r0 = R − h ; r1 = R + h ; r = R + O (h) et on cherche à approcher la contrainte σθθ.
On calcul

r3
1 − r3

0 = (R + h)3 − (R − h)3 == 6R2h + 2h3 == 6R2h + O
(
h3)

On peut également écrire

r3
0 = R3 + O (h) ; r3

1 = R3 + O (h)

En remplaçant les valeurs obtenues dans (35), et en ne conservant que les termes
principaux par rapport à h/R � 1, avec le développement limité

1

1 + x
= 1 + O (x) avec x =

h

R

on obtient

σθθ '
p0R

6h

(
1 +

1

2

)
=

p0R

2e
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Cas de la coque sphérique mince

Correction
Question 1 - L’application directe de la formule donne

σθθ (r) =
B

r3
+ A =

p0r3
0

r3
1 − r3

0

(
1 +

r3
1

2r3

)
(35)

Question 2 - On pose h = e/2, de telle sorte que
r0 = R − h ; r1 = R + h ; r = R + O (h) et on cherche à approcher la contrainte σθθ.
On calcul

r3
1 − r3

0 = (R + h)3 − (R − h)3 == 6R2h + 2h3 == 6R2h + O
(
h3)

On peut également écrire
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Cas de la coque sphérique mince

Cas général
On considère x =

e

R
comme infiniment petit et on exprime les grandeurs A et B

précédentes en fonction de x .

On a :
r0 = R − e

2
= R

(
1− 1

2
x
)

r1 = R +
e

2
= R

(
1 + 1

2
x
)

En remplaçant dans les expressions de A et B , on obtient les développements limités
à l’ordre 1 suivants :

A =
p0r3

0 − p1r3
1

r3
1 − r3

0

=
p0

(
1− 1

2
x
)3 − p1

(
1 + 1

2
x
)3(

1 + 1
2

x
)3 − (1− 1

2
x
)3

' p0 − p1

3x
− p0 + p1

2
+ O (x)

2B

r3
=

1

r3
(p0 − p1)

r3
0 r3

1

r3
1 − r3

0

= (p0 − p1)
R3

r3

(
1− 1

2
x
)3 (

1 + 1
2

x
)3(

1 + 1
2

x
)3 − (1− 1

2
x
)3

' (p0 − p1)
R3

r3

(
1

3x
+ O (x)

)
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Cas de la coque sphérique mince

Cas général
On considère x =

e

R
comme infiniment petit et on exprime les grandeurs A et B

précédentes en fonction de x .

On a :
r0 = R − e

2
= R

(
1− 1

2
x
)

r1 = R +
e

2
= R

(
1 + 1

2
x
)

En remplaçant dans les expressions de A et B , on obtient les développements limités
à l’ordre 1 suivants :

A =
p0r3

0 − p1r3
1

r3
1 − r3

0

=
p0

(
1− 1

2
x
)3 − p1

(
1 + 1

2
x
)3(

1 + 1
2

x
)3 − (1− 1

2
x
)3

' p0 − p1

3x
− p0 + p1

2
+ O (x)

2B

r3
=

1

r3
(p0 − p1)

r3
0 r3

1

r3
1 − r3

0

= (p0 − p1)
R3

r3

(
1− 1

2
x
)3 (

1 + 1
2

x
)3(

1 + 1
2

x
)3 − (1− 1

2
x
)3

' (p0 − p1)
R3

r3

(
1

3x
+ O (x)

)
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Cas de la coque sphérique mince

Calcul des composantes de ¯̄σ

σrr = A− 2B

r3
' −p0 + p1

2
+ (p0 − p1)

(
1

3x
− R3

r3

1

3x

)

= −p0 + p1

2
+ (p0 − p1)

r − R

e

(
R3 + rR2 + r2R

3r3

)

' −p0 + p1

2
+ (p0 − p1)

r − R

e

On procède de même pour σθθ et on obtient finalement :

∣∣∣∣∣∣∣
σrr = −p0 + p1

2
+ (p0 − p1)

r − R

e

σθθ = σφφ =
(p0 − p1) R

2e
− p0 + p1

2
− p0 − p1

2

r − R

e
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Cas de la coque sphérique mince

Exercice
Exercice 2-10. Application numérique

On considère une sphère de rayon moyen R = 1 m, d’épaisseur e = 1 mm et soumise à
une pression intérieure de 0,1 bar , soit :

R = 1 m, e = 10−3 m, p0 = 104 Pa, p1 = 0

Montrer en appliquant les formules précédentes que

|σrr | � |σθθ|

Réponse - En appliquant les formules précédentes, on obtient (en Pascal) :

σrr = −p0 + p1

2
+ (p0 − p1)

r − R

e
= −5 103 + 104

(
r − 1

10−3

)

σθθ =
(p0 − p1) R

2e
− p0 + p1

2
− (p0 − p1) (r − R)

2e
= 5 106 − 5 103 − 5 103

(
r − 1

10−3

)
soit

|σrr | < 10−2MPa et σθθ ' 5 MPa

On vérifie que
|σrr | � |σθθ|
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Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous
pression Cas de la coque sphérique mince

Analyse des résultats :

Notons p > 0 l’ordre de grandeur de la pression intérieure et extérieure, on a :

|r − R| ≤ e

2
=⇒

∣∣∣∣ r − R

e

∣∣∣∣ ≤ 1

2

d’où

|σrr | =
∣∣∣∣−p0 + p1

2
+ (p0 − p1)

r − R

e

∣∣∣∣ ≤ p ; |σθθ| ≤ p

(
1 +

R

e

)
or

e � R ⇒ R

e
� 1

Bilan :
|σrr | � |σθθ|

et

σθθ = σφφ =
(p0 − p1) R

2e
(36)
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Probl̀eme3: Équilibreélastiqued’unesph̀erecreusesous
pression Casdelacoquesph́erique mince

Approchéeĺementairestatique
Laformuledeschaudronniers(36)peut̂etreobtenueparunraisonnementdestatique
appliqúeàunedemi-coquesph́eriqueenfaisantl’hypoth̀esequeladistributionde
contrainteσθθestuniformesurlasection.

L’́equilibrestatiques’́ecrit:

πR2(p0−p1)=2πReσθθ

soit

σθθ=
(p0−p1)R

2e
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Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Position du problème

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression
Position du problème
Résolution
Cas du cylindre à paroi mince

-1 Problèmes d’élasticité plane
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Probl̀eme4: Équilibreélastiqued’untubecylindriquesous
pression Positionduprobl̀eme

Probl̀eme4:Équilibréelastiqued’untubecylindriquesouspression
Positionduprobl̀eme:onconsid̀ereuntubecylindriquecirculaired’axeOz,de
rayonsr0etr1etdelongueurl.Onseplacedansunsyst̀emedecoordonńees
cylindriques(O,̄er,̄eθ,̄ez).

Lesforcedevolumessontnulles:

f̄v(M)=0 surΩ

Surlesparoisint́erieuresetext́erieuresdutube:

F
S
(M)=p0̄er pourr=r0 (∂S0)

F
S
(M)=−p1̄er pourr=r1 (∂S1)

Surlessectionsextŕemit́es:

FSr =F
S
θ =0 surS0etSl

etFSz =−σsurS0; F
S
z =σsurSl

ouudz=0surS0; u
d
z=δsurSl

Onchercheàcalculerū(M),̄̄ε(M),̄̄σ(M)entoutpointdusolideenutilisantla
ḿethodedud́eplacement.
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Onchercheàcalculerū(M),̄̄ε(M),̄̄σ(M)entoutpointdusolideenutilisantla
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Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Résolution

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression
Position du problème
Résolution
Cas du cylindre à paroi mince

-1 Problèmes d’élasticité plane
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Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Résolution

Résolution

La résolution est décomposée en 4 étapes (idem sphère).

1 Choix a priori d’une forme particulière pour le champ de déplacement.

2 Calcul des tenseurs associés ε (M ) et σ (M ).

3 Formulation et résolution de l’équation de Navier.

4 Détermination des constantes d’intégration en exploitant les conditions limites
en efforts.
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Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Résolution

Étape 1

Les propriétés de symétrie de la géométrie et du chargement conduisent à prendre un
champ de déplacement sous la forme découplée en r et en z :

ū (r , z ) = rf (r) ēr + g (z ) ēz

Le champ de déformation correspondant est donné par (annexe) :

¯̄ε =
(
f (r) + rf ′ (r)

)
ēr ⊗ ēr + f (r) ēθ ⊗ ēθ + g ′ (z ) ēz ⊗ ēz

Le champ de contrainte est donnée par la loi de Hooke

¯̄σ = λ
(
rf ′ (r) + 2f (r) + g ′ (z )

) ¯̄1

+ 2µ
(
f (r) + rf ′ (r)

)
ēr ⊗ ēr

+ 2µf (r) ēθ ⊗ ēθ + 2µg ′ (z ) ēz ⊗ ēz
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Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Résolution

Comme le champ de déplacement est irrotationnel (Ou est symétrique) et que les
forces volumiques sont nulles, l’équation de Navier devient :

divū = 2f (r) + rf ′ (r) + g ′ (z ) = constante quelques soient r et z

d’où 2f (r) + rf ′ (r) = 2a

g ′ (z ) = c

L’intégration de ce système donne (méthode du facteur intégrant) :

ū =

(
ar +

b

r

)
ēr + cz ēz

où a, b, c sont des constantes à déterminer.
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Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Résolution

Les champs de déformation et de contrainte peuvent être explicités : εrr = a − b

r2
, εθθ = a +

b

r2
, εzz = c

autres εij = 0 σrr = A− B

r2
, σθθ = A +

B

r2
, σzz = C

autres σij = 0

avec
A = 2 (λ+ µ) a + λc , B = 2µb , C = 2λa + (λ+ 2µ) c

ou encore

a =
1

E
(A− ν (A + C )) , b =

B

2µ
, c =

1

E
(C − 2νA)

Le champ de contrainte ¯̄σ doit vérifier les conditions limites données sur les parois
intérieure et extérieure. Ces conditions permettent de déterminer A et B :

A =
p0r2

0 − p1r2
1

r2
1 − r2

0

, B = (p0 − p1)
r2
0 r2

1

r2
1 − r2

0

ce qui définit totalement σrr et σθθ. Il reste à déterminer C en exploitant les CL sur
les sections droites
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Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Résolution

Cas où les CL portent sur les déplacements ū =
(
ar + b

r

)
ēr + cz ēz

uz = 0 pour z = 0 et uz = δ pour z = l ⇒ c =
δ

l

et

c =
1

E
(C − 2νA) ⇒ C = 2νA +

δE

l

Ainsi

ū =

(
r

E
A (1 + ν) (1− 2ν) +

B

2µr
− ν δ

l
r

)
ēr + z

δ

l
ēz

Remarques : si la longueur du tube est maintenue constante, c-à-d si δ = 0, on a

ū =

(
r

E
A (1 + ν) (1− 2ν) +

B

2µr

)
ēr

C’est le cas des déformations planes.
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Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Résolution

Cas où les CL portent sur les forces

Détermination de C :

On a
σzz = σ ⇒ C = σ

Ainsi :

ū =

(
(1− ν) A− νσ

E
r +

B

2µr

)
ēr +

1

E
(σ − 2νA) z ēz

Remarque : si σ = 0 alors σzz (M ) = 0, on est dans le cas des contraintes planes

FIN DU PROBLÈME
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Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Cas du cylindre à paroi mince

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression
Position du problème
Résolution
Cas du cylindre à paroi mince

-1 Problèmes d’élasticité plane
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Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Cas du cylindre à paroi mince

Cas du cylindre à paroi mince

On note comme pour la sphère

e = r1 − r0 l’épaisseur de la coque

R = 1
2

(r0 + r1) le rayon moyen

et on s’intéresse au cas particulier où l’épaisseur est infiniment mince relativement au
rayon, c’est-à-dire tel que

e � R ⇐⇒ e

R
� 1

Exercice 2-11. Montrer que lorsque la coque est mince, les contrainte se réduisent
à

σθθ =
(p0 − p1) R

e
; σrr = 0

Indication : on pose h = e/2, de telle sorte que

r0 = R − h ; r1 = R + h ; r = R + O (h)
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Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Cas du cylindre à paroi mince

Correction
Les contraintes sont données par

A =
p0r2

0 − p1r2
1

r2
1 − r2

0

, B = (p0 − p1)
r2
0 r2

1

r2
1 − r2

0

On a
r2
0 = R2 + h2 − 2Rh ; r2

1 = R2 + h2 + 2Rh

alors
r2
1 − r2

0 = 4Rh ; r2
1 r2

0 = R4 − 2R2h2 + h4

En remplaçant dans les expression de A et B ci-dessus, et en ne conservant que les
termes principaux par rapport à h/R, on obtient

A =
p0R2 − p1R2 + O (h)

4Rh
=

(p0 − p1) R

2e
+ O (1)

B = (p0 − p1)
R4 − 2R2h2 + h4

4Rh
= (p0 − p1)

R3

2e
+ O (1)

Ainsi

σrr = A− B

r2
' (p0 − p1) R

2e
− (p0 − p1)

R

2e
= 0

σθθ = A +
B

r2
' (p0 − p1) R

2e
− (p0 − p1)

R

2e
=

(p0 − p1) R

e
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Approche élémentaire statique
Ce résultat peut être obtenu directement par une approche statique en supposant la
contrainte circonférentielle uniformément répartie dans l’épaisseur de la coque.

Exercice 2-12. Approche statique du cylindre mince. On considère le secteur de
tube d’angle dθ et de hauteur dz .

1 Calculer la résultante des forces de pression (forces externes) et des forces
(internes) dues à la contrainte circonférentielle que l’on suppose implicitement
homogène dans l’épaisseur.

2 En déduire la valeur de σθθ



Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous
pression Cas du cylindre à paroi mince

Correction

Calcul de la résultante des forces sur cet élément de volume dans la direction Or :

pression appliquée :
(p0 − p1) R dθdz

composante de la réaction du tube :

2σθθ sin
dθ

2
edz ' eσθθdθdz

En égalant ces 2 forces on obtient

σθθ =
(p0 − p1) R

e
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Problèmes d’élasticité plane

Problèmes d’élasticité plane

Objectifs : exploiter les propriétés géométriques pour limiter au maximum le
nombre d’inconnues

Cas de l’élasticité plane :

1 les phénomènes intéressants se passent dans un plan ;

2 on écrit des conditions simplifiées pour ce qui se passe dans la troisième direction.
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Problèmes d’élasticité plane Déformations planes

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
Déformations planes
Contraintes planes
Problème type de contrainte plane
Fonctions de contraintes
Concentration de contraintes
Demi-anneau en flexion
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Problèmes d’élasticité plane Déformations planes

Champ de déplacement de déformation plane
Soit (ēi) une base orthonormée de R3. On s’intéresse aux champs de déplacements de
la forme

ū (M ) = u1 (x1, x2) + u2 (x1, x2) (37)

Le champ de déformation donné par la formule

εij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
, i , j = 1, 2, 3

a comme composantes∣∣∣∣∣∣∣∣
ε11 =

∂u1

∂x1
, ε22 =

∂u2

∂x2
, ε33 = 0

ε12 = ε21 = 1
2

(
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

)
, ε13 = ε23 = 0

D’où la forme de la matrice

[ε (M )] =

ε11 (x1, x2) ε12 (x1, x2) 0
ε21 (x1, x2) ε22 (x1, x2) 0

0 0 0
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Problèmes d’élasticité plane Déformations planes

En appliquant la loi de Hooke on obtient un tenseur des contraintes de la forme

[σ (M )] =

σ11 (x1, x2) σ12 (x1, x2) 0
σ21 (x1, x2) σ22 (x1, x2) 0

0 0 σ33 (x1, x2)

 (38)

En utilisant la forme inverse de la loi de Hooke

¯̄ε =
1 + ν

E
¯̄σ − ν

E
(tr¯̄σ) ¯̄1

et en écrivant la condition ε33 = 0 on obtient

σ33 = ν (σ11 + σ22)

On peut alors donner une forme purement bidimensionnelle à la loi d’élasticité : ε11

ε22

2ε12

 =
1− ν2

E

 1 − ν
1−ν 0

− ν
1−ν 1 0

0 0 2
1−ν

σ11

σ22

σ12
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Probl̀emesd’́elasticit́eplane D́eformationsplanes

Probl̀emetypeded́eformationplane

Onconsid̀ereunsolideΩdeformecylindrique
parall̀eleà(Oxy).

Lesdonńeeduprobl̀emed’́equilibreélastique
sontsuppośeesdelaformesuivante.

lesforcesvolumiquesf
v
sontparall̀elesà

(Oxy)etind́ependantesdez;

surlessurfacesS0etSllacomposanteuz
dud́eplacementestimpośeenulleetles
composantesFSx etF

S
y delaforce

surfaciquesontimpośeesnulles;

lesdonńeessurlasurfacelat́eralesont
parall̀elesà(Oxy)etind́ependantesdez,
ellespeuvent̂etredetyped́eplacements
impośesouforcesimpośees.
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Problèmes d’élasticité plane Contraintes planes

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
Déformations planes
Contraintes planes
Problème type de contrainte plane
Fonctions de contraintes
Concentration de contraintes
Demi-anneau en flexion
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Contraintes planes
L’état de contraintes planes correspond à la forme suivante du tenseur des
contraintes dans un système de coordonnées cartésiennes :

[σ (M )] =

σ11 (x1, x2) σ12 (x1, x2) 0
σ21 (x1, x2) σ22 (x1, x2) 0

0 0 0

 (39)

En élasticité isotrope le tenseur des déformations prend la forme

[ε (M )] =

ε11 (x1, x2) ε12 (x1, x2) 0
ε21 (x1, x2) ε22 (x1, x2) 0

0 0 ε33 (x1, x2)



On peut alors donner une forme purement bidimensionnelle à la loi d’élasticité :σ11

σ22

σ12

 =
E

1− ν2

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2

 ε11

ε22

2ε12


La troisième composante normale de déformation doit être telle que la contrainte σ33

s’annule ce qui implique que

ε33 =
ν

1− ν (ε11 + ε22)

Remarque : les conditions de compatibilité montrent qu’en fait ε33 dépend de x3. Si
la structure est suffisamment mince on peut négliger cette dépendance et considérer
que l’on est en présence d’un vrai problème 2d.
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Problèmes d’élasticité plane Problème type de contrainte plane

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
Déformations planes
Contraintes planes
Problème type de contrainte plane
Fonctions de contraintes
Concentration de contraintes
Demi-anneau en flexion
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Probl̀emesd’́elasticit́eplane Probl̀emetypedecontrainteplane

Probl̀emetypedecontrainteplane

SoitunsolideΩdeformecylindrique,parall̀eleà
(Oxy),d’́epaisseurh,soumisauxchargementssui-
vants:

lesforcesvolumiquesf
v
sontparall̀elesà

(Oxy)etind́ependantesdez;

lessurfacesS0etShsontlibresdecontrainte;

lesforcesdecontoursurlasurfacelat́erale
sontparall̀eles̀a(Oxy)etind́ependantesdez:

F
S
(M)=Fx(x,y)̄ex+Fy(x,y)̄ey

Lechampdecontraintesolutiondeceprobl̀emed’́elasticit́en’estenǵeńeralpasplan.
Onacependantleŕesultatsuivant:

Lorsquel’́epaisseurhestfaibledevantS0,ceprobl̀emepeutêtrerameńeà
l’́etuded’unprobl̀emeplan.Cettesimplificationestappeĺee
l’approximationdestranches minces.
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Probl̀emesd’́elasticit́eplane Probl̀emetypedecontrainteplane
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Problèmes d’élasticité plane Fonctions de contraintes

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
Déformations planes
Contraintes planes
Problème type de contrainte plane
Fonctions de contraintes
Concentration de contraintes
Demi-anneau en flexion
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Problèmes d’élasticité plane Fonctions de contraintes

Fonctions de contraintes - En coordonnées cartésiennes
Les deux premières équations d’équilibre s’écrivent

σ11,1 + σ12,2 = 0

σ21,1 + σ22,2 = 0

D’après un théorème d’analyse, la première équation implique qu’il existe une
fonction f1(x1, x2) telle que

σ11 =
∂f1
∂x2

, σ12 = − ∂f1
∂x1

et la seconde, qu’il existe une fonction f2(x1, x2) telle que

σ22 =
∂f2
∂x1

, σ21 = − ∂f2
∂x2

De plus, le tenseur des contraintes étant symétrique i.e. σ12 = σ21, on doit avoir

∂f1
∂x1

=
∂f2
∂x2
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Problèmes d’élasticité plane Fonctions de contraintes

Il existe une fonction φ (x1, x2) telle que

f1 =
∂φ

∂x2
, f2 =

∂φ

∂x1

Il en résulte que les contraintes planes s’expriment à l’aide d’une seule fonction φ
telle que

σ11 =
∂2φ

∂x2
2

, σ22 =
∂2φ

∂x2
1

, σ12 = − ∂2φ

∂x1∂x2

fonction d’Airy

Il existe une fonction φ telle que

σ11 =
∂2φ

∂x2
2

, σ22 =
∂2φ

∂x2
1

, σ12 = − ∂2φ

∂x1∂x2
(40)

Bilan : on remplace la recherche de 3 fonctions par la recherche d’une seule fonction
φ (x1, x2) ; cette fonction est appelée la fonction de contrainte ou fonction
d’Airy 1.

1G. B. Airy (1801,1892)
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Problèmes d’élasticité plane Fonctions de contraintes

Le champ de contrainte précédent doit donner accès à un champ de déformation
compatible.

Équation de compatibilité précédente plus la loi d’élasticité isotrope (en contraintes
planes et en déformations planes) conduisent à la relation suivante

σ11,22 − νσ22,22 + σ22,11 − νσ11,11 − 2 (1 + ν)σ12,12 = 0

(qui n’est autre que l’une des équations de Beltrami en contraintes planes)

L’équation aux dérivées partielles que doit vérifier la fonction de contrainte φ s’en
déduit :

∆2∆2φ =
∂4φ

∂x4
1

+ 2
∂4φ

∂x2
1 ∂x2

2

+
∂4φ

∂x4
2

= 0

où ∆2 désigne le laplacien en dimension 2 (voir annexe). L’équation est la même en
contraintes planes qu’en déformations planes.

Bilan

Les fonctions φ recherchées sont à bilaplacien nul :

∆2∆2φ =
∂4φ

∂x4
1

+ 2
∂4φ

∂x2
1 ∂x2

2

+
∂4φ

∂x4
2

= 0

elles sont appelées biharmoniques.
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Problèmes d’élasticité plane Fonctions de contraintes

Fonctions de contraintes - En coordonnées cylindriques

Résultat

Pour un champ de contraintes recherché de la forme

σrr (r , θ) , σθθ (r , θ) , σrθ (r , θ) , σzz = σrz = σθz = 0

Il existe une fonction contraintes φ (r , θ) telle que

σrr =
1

r

∂φ

∂r
+

1

r2

∂2φ

∂θ2
, σθθ =

∂2φ

∂r2
, σrθ = − ∂

∂r

(
1

r

∂φ

∂θ

)
(41)

Opérateur bilaplacien en coordonnées cylindrique

∆2∆2φ =

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

)(
∂2φ

∂r2
+

1

r

∂φ

∂r
+

1

r2

∂2φ

∂θ2

)
= 0

Propriété

Une large classe de fonctions biharmoniques s’obtient sous la forme

φ = φ1 (r , θ) + r2φ2 (r , θ)

où φ1 et φ2 sont des fonctions harmoniques (i.e. telles que ∆2φ = 0).
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σrr (r , θ) , σθθ (r , θ) , σrθ (r , θ) , σzz = σrz = σθz = 0

Il existe une fonction contraintes φ (r , θ) telle que

σrr =
1

r

∂φ

∂r
+

1

r2

∂2φ

∂θ2
, σθθ =

∂2φ

∂r2
, σrθ = − ∂

∂r

(
1

r

∂φ

∂θ

)
(41)
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Problèmes d’élasticité plane Concentration de contraintes

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
Déformations planes
Contraintes planes
Problème type de contrainte plane
Fonctions de contraintes
Concentration de contraintes
Demi-anneau en flexion
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Probl̀emesd’́elasticit́eplane Concentrationdecontraintes

Concentrationdecontraintes
Positionduprobl̀eme:plaqued’́epaisseur2h,perćeetroucylindriquederayona

a 1

2

 

r

estsoumiseàsesextŕemit́esàuńetatdetractionsimple.

Étatdecontrainteloindutrou(́etathomog̀ene):

¯̄σ∞ =σ∞ ē1⊗ē1 (42)

Lechampdecontraintesestrecherch́esouslaforme

[σ(M)]=




σ11(x1,x2) σ12(x1,x2) 0
σ21(x1,x2) σ22(x1,x2) 0

0 0 0
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Problèmes d’élasticité plane Concentration de contraintes

Champ de contraintes loin du trou
Exercice 2-13.

(i) Donner dans le système de coordonnées cylindriques les composantes du tenseur
des contraintes loin du trou donné par ¯̄σ∞ = σ∞ē1 ⊗ ē1 .

(ii) Donner une fonction de contraintes φ (r , θ) correspondant à un champ de traction
simple en intégrant les relations (41) reliant φ aux composantes de ¯̄σ.

Réponse.

(i) On substitue
ē1 = cos θēr − sin θēθ

dans pour trouver

¯̄σ∞ =
σ∞

2
[(1 + cos 2θ) ēr ⊗ ēr + (1− cos 2θ) ēθ ⊗ ēθ − sin 2θ (ēr ⊗ ēθ + ēθ + ēr )]

(43)
Autrement dit, 

σ∞rr =
σ∞

2
(1 + cos 2θ)

σ∞θθ =
σ∞

2
(1− cos 2θ)

σ∞rθ = −σ
∞

2
sin 2θ

(44)
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(ii) Donner une fonction de contraintes φ (r , θ) correspondant à un champ de traction
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Problèmes d’élasticité plane Concentration de contraintes

(ii) Pour trouver une fonction de contraintes conduisant au champ de traction
simple, on intègre l’équation la plus simple

σθθ =
∂2φ

∂r2
=
σ∞

2
(1− cos 2θ)

ce qui donne

φ =
σ∞

2
(1− cos 2θ)

r2

2
+ g (θ) r + h (θ)

Détermination de g et h :

En reportant φ dans σrθ

σrθ = − ∂

∂r

(
1

r

∂φ

∂θ

)
= −σ

∞

2
sin 2θ − h ′ (θ)

2

on montre que nécessairement h ′ = 0, soit h = Cste, puisque par ailleurs

σrθ = −σ
∞

2
sin 2θ
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Problèmes d’élasticité plane Concentration de contraintes

En exploitant la relation

σrr =
1

r

∂φ

∂r
+

1

r2

∂2φ

∂θ2

on trouve que g s’écrit nécessairement sous la forme

g = g1 cos θ + g2 sin θ

On vérifie que la contribution des termes en h, g1, g2 est nulle de sorte qu’on ne perd
pas en généralité en prenant h = g1 = g2 = 0.

Finalement

φ =
σ∞

2
(1− cos 2θ)

r2

2
(45)
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Problèmes d’élasticité plane Concentration de contraintes

Forme générale des contraintes

Le résultat précédent nous incite à rechercher la fonction de contraintes (i.e.
biharmonique) sous la forme :

φ (r , θ) = A ln r + Br2 ln r + Cr2 +

(
A2r2 + B2r4 +

C2

r2
+ D2

)
cos 2θ (46)

où A,B ,C ,A2,B2,C2,D2 sont des constantes à déterminer.

Exercice 2-14.

(i) En utilisant les expression (41) donner l’expression du champ de contraintes
général associé à la famille de fonctions de contraintes donnée par (46).

(ii) Identifier certaines des constantes grâce à l’expression du champ de contraintes à
l’infini mise en évidence dans l’exercice précédent.
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Problèmes d’élasticité plane Concentration de contraintes

Réponse. La famille de fonctions de contraintes choisie conduit au champ de
contraintes suivant :

σrr =
A

r2
+ 2B ln r + B + 2C +

(
−2A2 −

6C2

r4
− 4D2

r2

)
cos 2θ (47)

σθθ = − A

r2
+ 2B ln r + 3B + 2C +

(
2A2 + 12B2r2 +

6C2

r4

)
cos 2θ (48)

σrθ = 2 sin 2θ

(
A2 + 3B2r2 − 3C2

r4
− D2

r2

)
(49)

Loin du trou, i.e. lorsque r →∞, on a

σ∞rr = 2B ln r + B + 2C − 2A2 cos 2θ (50)

σ∞θθ = 2B ln r + 3B + 2C +
(
2A2 + 12B2r2) cos 2θ (51)

σ∞rθ = 2 sin 2θ
(
A2 + 3B2r2) (52)

L’identification entre ce champ et celui de traction simple (43) permet de déterminer
les constantes :

B = 0, C =
σ∞

4
, A2 = −σ

∞

4
, B2 = 0
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Problèmes d’élasticité plane Concentration de contraintes

Prise en compte des conditions à la frontière

Exercice 2-15.

Utiliser les conditions aux limites non encore exploitées pour déterminer
complètement le champ de contraintes.

Réponse.
Les bords du trou sont libres d’effort : ¯̄σ (r = a) .ēr = 0 ⇒ (σrr , σrθ) (r = a) = 0 :

σrr (r = a) =
A

a2
+
σ∞

2
+

(
σ∞

2
− 6C2

a4
− 4D2

a2

)
cos 2θ = 0

σrθ (r = a) = 2 sin 2θ

(
−σ
∞

4
− 3C2

a4
− D2

a2

)
= 0

Il en découle un système linéaire portant sur les inconnues A,C2,D2 :

A

a2
+
σ∞

2
= 0,

σ∞

2
− 6C2

a4
− 4D2

a2
= 0,

σ∞

4
+

3C2

a4
+

D2

a2
= 0

dont la solution donne

A = −σ
∞

2
a2, C2 = −σ

∞

4
a4, D2 =

σ∞

2
a2
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σrr (r = a) =
A

a2
+
σ∞

2
+

(
σ∞

2
− 6C2

a4
− 4D2

a2

)
cos 2θ = 0

σrθ (r = a) = 2 sin 2θ

(
−σ
∞

4
− 3C2

a4
− D2

a2

)
= 0
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Problèmes d’élasticité plane Concentration de contraintes

Finalement, le champ de contraintes et la fonction de contraintes identifiés sont

σrr =
σ∞

2

(
1− a2

r2

)
+
σ∞

2

(
1 +

3a4

r4
− 4a2

r2

)
cos 2θ (53)

σθθ =
σ∞

2

(
1 +

a2

r2

)
− σ∞

2

(
1 +

3a4

r4

)
cos 2θ (54)

σrθ = −σ
∞

2

(
1− 3a4

r4
+

2a2

r2

)
sin 2θ (55)

φ = −σ
∞

2
a2 ln r +

σ∞

4
r2 +

σ∞

4

(
−r2 + 2a2 − a4

r2

)
cos 2θ (56)
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Problèmes d’élasticité plane Concentration de contraintes

Résumé de la méthode

1. Choix des hypothèses simplificatrices en fonction des symétries du problème
→ contraintes planes

2. Calcul de σ∞ et des ses composantes dans le repère cylindrique.

3. Détermination de φ∞ (r , θ), fonction de contrainte « loin » du trou, par intégration.

4. Choix d’une forme particulière pour φ (rθ).

5. Calcul de φ (r , θ) par intégration et calcul des constantes en exploitant les CL.
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1. Choix des hypothèses simplificatrices en fonction des symétries du problème
→ contraintes planes

2. Calcul de σ∞ et des ses composantes dans le repère cylindrique.
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σθθ/σ
∞ σeq/σ

∞
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Problèmes d’élasticité plane Concentration de contraintes

Facteur de concentration de contrainte

Exercice 2-16.

(i) Donner la valeur de la contrainte orthoradiale au bord du trou en fonction de
l’angle θ.

(ii) Indiquer à quel endroit cette contrainte est maximale et quelle valeur elle y prend.

(iii) Calculer le facteur de concentration de contrainte défini par

Kt =
σmax
θθ

|σ∞|

Réponse. La contrainte orthoradiale au bord du trou vaut

σθθ (r = a) = σ∞ (1− 2 cos 2θ)

En traction simple, la contrainte σθθ est maximale en θ = ±π/2 et vaut 3 fois la
contrainte appliquée. Le facteur de concentration de contrainte vaut donc

K traction
t = 3
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Problèmes d’élasticité plane Demi-anneau en flexion

Plan du paragraphe

-5 Problème 1 : Traction-compression d’une barre cylindrique

-4 Problème 2 - Torsion infinitésimale d’une barre cylindrique

-3 Problème 3 : Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

-2 Problème 4 : Équilibre élastique d’un tube cylindrique sous pression

-1 Problèmes d’élasticité plane
Déformations planes
Contraintes planes
Problème type de contrainte plane
Fonctions de contraintes
Concentration de contraintes
Demi-anneau en flexion
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Demi-anneau en flexion

r

 r



 r

A faire...
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