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Mécanique des Structures I : Contenu de la formation
pour la partie Elasticité

e 4 séances de cours (8 heures)
» Cours vidéo-projeté

> Support de cours & compléter

o 3 séances de TD par 1/3 de promo

@ Déroulement : cours, cours, TD, cours, TD, cours
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Mécanique des Structures I : Contenu de la formation
pour la partie Elasticité

e 4 séances de cours (8 heures)
» Cours vidéo-projeté

> Support de cours & compléter

o 3 séances de TD par 1/3 de promo

Déroulement : cours, cours, TD, cours, TD, cours

o Examen : 2 heures sans support de cours

3 séances de TP avec préparation et compte rendu a remettre en fin de séance

> Essais de traction et extensométrie
» Tube instrumenté en flexion-torsion

» Demi-anneau en contrainte plane

Ce cours se prolonge en 13-6 dans MdS-2
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Sommaire du cours

Introduction a 1’élasticité
Chapitre 1 - Equations d’équilibre
Chapitre 2 - Contraintes

Chapitre 3 - Déformations

Chapitre 4 - Comportement des matériaux
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Introduction a l’élasticité

Objectif : montrer I'intérét de cette discipline en présentant des
applications et son utilisation dans les projets du département.

Sommaire

© Qu'est-ce que I'élasticité
© Expériences de traction

© Photoélasticimétrie

@ Projets du département Génie Mécanique
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Qu’est-ce que 1'é1

Plan du chapitre

© Qu'est-ce que I'élasticité




Qu’est-ce que 1’éla;

Qu’est-ce que 'élasticité
Elle vise ’étude des corps solides dont les déformations sont réversibles (élastiques).

Ces corps peuvent étre 1d (théorie des poutres), 2d (théorie des plaques) ou 3d (cas
général).

Systeme de levage, peut étre modélisé par des poutres (approche RdS)

250 m
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Qu’est-ce que l’élasticité

Qu’est-ce que 'élasticité
Elle vise ’étude des corps solides dont les déformations sont réversibles (élastiques).

Ces corps peuvent étre 1d (théorie des poutres), 2d (théorie des plaques) ou 3d (cas
général).

Aube de turbine, modélisation 3d et résolution par calculateur
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Plan du chapitre

© Expériences de traction




Expériences de traction EMEBEYIRTeI ISR SEAL

Expériences de traction : traction uniaxiale

L’expérience de traction sur un métal fait apparaitre une relation
linéaire entre la force appliquée F' et I’allongement de ’éprouvette

u=L—Lg:
F=kxu
Comme l'effort normal N = F' est uniformément réparti sur la
So section droite d’aire S, on peut définir la contrainte uniaxiale par
L

1 - W

De méme, 'allongement étant homogene sur toute la longueur de
I’éprouvette, on peut définir 'allongement unitaire par

De la relation (1), on tire

qui est la loi de Hooke uniaxiale. Ces grandeurs on été définies dans le cours de
résistance des structures (I1, I2).
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Expériences de traction [EMBEYIITeI M IEPIEAL]

Expériences de traction : traction biaxiale

Qu’en est-il si 'on réalise une traction suivant deux directions orthogonales ?

- E—
L—29 O=—=
- E—
29 Oo=—=
Fo— —F
X o o— X
- e
=0
-— —
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Expériences de traction

Comparaison RDS - Elasticité

Résistance des structures (RdS) <— Mécanique des milieux continus (MMC)

| MMC | RdS |

Hypotheses | Cas général solide 3D | Géométrie 1D |
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Expériences de traction

Comparaison RDS - Elasticité

Traction biaxiale

Résistance des structures (RdS) +— Mécanique des milieux continus (MMC)

MMC

RdS |

Hypotheses

Cas général solide 3D

Géométrie 1D

Domaine d’intéréts

Mécanique théorique

Approche ingénieur

nie Mécanique)
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Expériences de traction

Comparaison RDS - Elasticité

Traction biaxiale

Résistance des structures (RdS) +— Mécanique des milieux continus (MMC)

MMC

RdS |

Hypotheses

Cas général solide 3D

Géométrie 1D

Domaine d’intéréts

Mécanique théorique

Approche ingénieur

Usage

A la base des logiciels de
calculs (MEF)

Calculs simplifiés
(prédimensionnement)

Mécanique)

ELASTICITE

Septembre 2011 10 / 250



Photoél métrie

Plan du chapitre

© Photoélasticimétrie




Mesure du champ de déformation par photoélasticimétrie

Essai de traction, éprouvette avec 2 congés différents
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Photoélasticimétrie

Mesure du champ de déformation par photoélasticimétrie

Essais de compression sur une plaque

Appuis ponctuels Appuis répartis
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Photoélasticimétrie

Mesure du champ de déformation par photoélasticimétrie

Flexion d’une poutre console
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Plan du chapitre

@ Projets du département Génie Mécanique




Projets du département Génie Mécanique

Airbus - Dépliage de cornieres - Modele CAO

Objectif : Evaluer et comparer les méthodes Airbus de prédimensionnement
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ement > 8 Airbus - Dépliage de corniéres

Airbus - Dépliage de cornieres - Essais de traction
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Airbus - Dépliage de cornieres - Essais de traction
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rojets du département Génie Mécanique [:SEINTERE DI I FEN=INe (CTes 3 s T3 LoFF

Airbus - Dépliage de cornieres - Modele éléments finis
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Projets du département Génie Mécanique

Airbus - Panneaux Isogrid - Situation

Objectif : développer une nouvelle structure du mat réacteur (gain de masse)

Pyramide du

Pyléne de mat pyl6ne de mat




rojets du département Génie Mécanique [EV-SEISTERNSERBITERIDAN FTey-6 Sts §

Airbus - Panneaux Isogrid - Situation

Objectif : développer une nouvelle structure du mat réacteur (gain de masse)

Pyramide du

Pyléne de mat pyl6ne de mat
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Projets du département Génie Mécanique

Airbus - Panneaux Isogrid - Eprouvette d’essai
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SN YR LV PG 1 TS e R CLES LI Airbus - Panneaux Isogrid

Airbus - Panneaux Isogrid - Eprouvette d’essai
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Projets du département Génie Mécanique [IW:STSSIERENSERLECERISEN ELT0 ST

Airbus - Panneaux Isogrid - Photos essais
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Projets du département Génie Mécanique [ENONTCIENCENIT IR ER L] YIS TIr

Cnes - Ballons stratosphérique

Ay

Septembre 2011 21 / 250



Projets du d tement Génie M

Cnes - Ballons stratosphériques - Moyen d’essai biaxial (ICAM)
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ESE——————————
Chapitre I - Equations d’équilibre
Objectifs :

1. Modéliser les efforts extérieurs et intérieurs

2. Etablir les équations d’équilibre

Sommaire
@ Modélisation des efforts

© Tenseur des contraintes de Cauchy
@ Equations d’équilibre
@ Exemples d’équilibre élastique

© Equations du mouvement

© Cas des Poutres
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tion des efforts

Plan du chapitre

@ Modélisation des efforts




Modélisation des efforts

Vecteurs et produit scalaire

On désigne par (&;) = (&1, é2, €3) une base de R3.

Un vecteur u s’écrit :

ﬂ:ZUiEi; u=(u); {u}=

ui, 1 = 1,2, 3, sont les composantes de u dans la base (&;).

ELASTICITE
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EATTOL NS s {lu Tl Notations vecteurs

Vecteurs et produit scalaire

On désigne par (e;) = (1, €2, €3) une base de R3.

Un vecteur u s’écrit :

ui
TL:ZUiEi; = (u); {u}=< w
7 us
ui, 1 = 1,2, 3, sont les composantes de u dans la base (&;).
Produit scalaire :
v = Z wv; = {u} {v}
Exemple :
o 1 sii=y
.8 = 0i = (symbole de Kronecker)
0 autrement

Résultat indépendant du systéme de coordonnées, soit [@] matrice de rotation

(QH{u) [Q1{v} = {u} QI [Q] {v} = {u} {v}
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Notations vecteurs

Vecteurs et produit tensoriel

Produit tensoriel :

U1 U1 ULv2  U1V3
_ — t
URU = {’LL} {U} = U2V1  U2V2 U3
uz v1 uz v2 U3 v3

Exemple :

e e = R T i)
0 : 0

Remarque : indépendant du systéme de coordonnées (& montrer).

Exercice Calculer les expressions suivantes

dMawe; (60 .a; (aeD)

i=1,3
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on des efforts

Hypotheses géométriques

La Mécaniques des Milieux Continus étudie les corps tridimensionnels.

Il n’y a pas d’hypothése particuliere sur le solide : Q € R?

ELASTICITE



Modélisation des efforts

Efforts extérieurs
On distingue 2 systemes de forces

7 (AQ\\\\ \
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Modélisation des efforts

Efforts extérieurs
On distingue 2 systemes de forces
o Forces de contour

F° (M), M €9Q

c’est une densité de force surfacique exercée sur élément
du contour 992 de © d’aire élémentaire da ; elle représente

les actions de contact.

F. PETITIEAN ( ique ELASTICITE



(LIRS el Efforts extérieurs

Efforts extérieurs

On distingue 2 systemes de forces

o Forces de contour
F° (M), M €9Q

c’est une densité de force surfacique exercée sur élément
du contour 0X2 de 2 d’aire élémentaire da ; elle représente

les actions de contact.
o Force volumique
U

f (), Me

c’est une densité volumique de force agissant sur chaque
élément de volume élémentaire dQ) de €2 ; elle représente

les actions a distance.

F. PETITIEAN
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(S CERCs Tl Efforts extérieurs

Efforts extérieurs
On distingue 2 systemes de forces
o Forces de contour

F° (M), M €9Q

c’est une densité de force surfacique exercée sur élément
du contour 0X2 de 2 d’aire élémentaire da ; elle représente

les actions de contact.
o Force volumique

v

f (), Me

c’est une densité volumique de force agissant sur chaque
élément de volume élémentaire dQ) de €2 ; elle représente

les actions a distance.

Exemples de forces volumiques :
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Modélisation des efforts STl aENS TSN

Efforts extérieurs
On distingue 2 systemes de forces
o Forces de contour

F° (M), M €9Q

c’est une densité de force surfacique exercée sur élément
du contour 0X2 de 2 d’aire élémentaire da ; elle représente

les actions de contact.
o Force volumique

v

f (), Me

c’est une densité volumique de force agissant sur chaque
élément de volume élémentaire dQ) de €2 ; elle représente

les actions a distance.

Exemples de forces volumiques :

e Forces de gravité : poids propre

FP(M)=p(M)g alors?:/ﬂf“(M)dvzmgj
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QLY LI ITER RIS MC e S s{u il Efforts extérieurs

Efforts extérieurs
On distingue 2 systemes de forces
o Forces de contour

F° (M), M €9Q

c’est une densité de force surfacique exercée sur élément
du contour 0X2 de 2 d’aire élémentaire da ; elle représente

les actions de contact.
o Force volumique

v

f (), Me

c’est une densité volumique de force agissant sur chaque
élément de volume élémentaire dQ) de €2 ; elle représente

les actions a distance.
Exemples de forces volumiques :
e Forces de gravité : poids propre
f'(M)=p(M)g alors P= / (M) dv =mg
Q
o Forces d’inertie : disque en rotation (en coordonnées polaires)
F' (M) = pu’r
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Modélisation des efforts

Efforts intérieurs

Premier postulat de Cauchy (principe de
la coupure) :

En un point M quelconque, les efforts s’exergant
sur un sous domaine (2 intérieur a Q se réduisent
4 une densité surfacique d’efforts de contact

T (M, %)

F =T (M,09) da

exercés sur chaque éléments de frontiére da.

Cette densité dépend a priori de la forme locale
de I'interface 9.

énie Mécanique) Septembre 2011 20 / 260



Modélisation des efforts JZGICER LT S EI

Efforts intérieurs

T (M, 09Y) Premier postulat de Cauchy (principe de

la coupure) :
n ﬁ) En un point M quelconque, les efforts s’exergant

sur un sous domaine Q' intérieur & €2 se réduisent
4 une densité surfacique d’efforts de contact

F =T (M,09) da

94 exercés sur chaque éléments de frontiére da.
Cette densité dépend a priori de la forme locale
de I'interface 9.
Définition
La densité surfacique T (M,8%) a travers une interface intérieur Q' est appelée
vecteur conirainte. Elle mesure la densité surfacique d’efforts exercés a travers la

face d’aire da et de normale 1 par la partie située a Uextérieur de Q' (signe +) sur la
partie située a lintérieur (signe -).
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Modélisation des efforts JZGICER LT S EI

Efforts intérieurs

T (M, 09Y) Premier postulat de Cauchy (principe de

la coupure) :
n ﬁ) En un point M quelconque, les efforts s’exergant

sur un sous domaine Q' intérieur & €2 se réduisent
4 une densité surfacique d’efforts de contact

F =T (M,09) da

94 exercés sur chaque éléments de frontiére da.
Cette densité dépend a priori de la forme locale
de I'interface 9.
Définition
La densité surfacique T (M,8%) a travers une interface intérieur Q' est appelée
vecteur conirainte. Elle mesure la densité surfacique d’efforts exercés a travers la

face d’aire da et de normale 1 par la partie située a Uextérieur de Q' (signe +) sur la
partie située a lintérieur (signe -).

Remarque : le vecteur contrainte est parfois défini comme la limite

T (M,09) = lim &

da—0da

F. PETITIEAN (Génie Mécanique) 5 Septembre 2011 20 / 260



Second postulat de Cauchy :

T(M,7) da Le vecteur contrainte T (M,8%') représentant
la densité d’efforts surfacique, au point M, exer-
cée sur le sous systéme Q' par le reste du milieu,

- & travers une interface 8Q', ne dépend que de la
b

normale 7 & la surface

2 T (M,09Q) =T (M,n)

ELASTICITE




Second postulat de Cauchy :

Le vecteur contrainte T (M,8%') représentant
la densité d’efforts surfacique, au point M, exer-
cée sur le sous systéme Q' par le reste du milieu,
& travers une interface 8Q', ne dépend que de la
normale 7 & la surface

T (M,0Q') =T (M, 7)

Remarques :

@ L’effort de contact au point M, a l'intérieur du milieu, est le méme pour deux
interfaces de méme normale mais de courbure différente.
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Efforts intérieurs

Second postulat de Cauchy :

Le vecteur contrainte T (M,8%') représentant
la densité d’efforts surfacique, au point M, exer-
cée sur le sous systéme Q' par le reste du milieu,
& travers une interface 8Q', ne dépend que de la
normale 7 & la surface

T (M,0Q') =T (M, 7)

Remarques :

@ L’effort de contact au point M, a l'intérieur du milieu, est le méme pour deux
interfaces de méme normale mais de courbure différente.

© Cette hypothése est en particulier vraie pour un liquide exergant une pression
—pn sur toute surface de normale n.

Pour un solide, I'effort de contact dépend également de la normale mais n’est
plus nécessairement orienté suivant cette normale (Cauchy parle de pression
oblique).
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A priori le vecteur contrainte 7 (M, #) est une fonction quelconque de 7.




efforts

A priori le vecteur contrainte T (M, #) est une fonction quelconque de 7.

Théoreme de Cauchy

Le vecteur contrainte T (M, @) ezercé sur la face intérieure du milieu continu dépend
linéairement de la normale 1 a cette interface :

T (M,n18 + mpes +mnagz) =m T (M, &)+ nT (M,&)+naT (M, &) (2)
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Efforts intérieurs

A priori le vecteur contrainte T (M, #) est une fonction quelconque de 7.

Théoreme de Cauchy

Le vecteur contrainte T (M, @) ezercé sur la face intérieure du milieu continu dépend
linéairement de la normale 1 a cette interface :

T (M,n18 + mpes +mnagz) =m T (M, &)+ nT (M,&)+naT (M, &) (2)

Principe de 'action réaction

La propriété de linéarité du vecteur contrainte
est conforme avec le principe de 'action
réaction :

T(M,n)=—-T (M,—7)
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Tenseur des contraintes de Cauchy

Plan du chapitre

© Tenseur des contraintes de Cauchy




Tenseur des contraintes de Cauchy

Notion de tenseurs

Propriété

Les tenseurs € ® g; forment une base des tenseurs (euclidiens) d’ordre 2




Tenseur des contraintes de Cauchy

Notion de tenseurs

Propriété

Les tenseurs € ® g; forment une base des tenseurs (euclidiens) d’ordre 2

Corrolaire
Un tenseur ¢ (d’ordre 2) s’écrit :
o011 012 013

(Uij); [U](gi)= 021 0322 023
031 032 033

Qi
Il

o= E g€ X € ;
0]




Tenseur des contraintes de Cauchy FINIERFTese0ette bl TI0L

Notation indicielle

Les écritures tensorielles utilisent intensivement les indices, certains étant fixes et
d’autres interviennent dans des sommations de 1 & 3 (indices répétés).

Il existe une convention d’écriture qui permet de simplifier les écritures :

Conventions
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Tenseur des contraintes de Cauchy FINIERFTese0ette bl TI0L

Notation indicielle

Les écritures tensorielles utilisent intensivement les indices, certains étant fixes et
d’autres interviennent dans des sommations de 1 & 3 (indices répétés).

Il existe une convention d’écriture qui permet de simplifier les écritures :
Conventions

@ Un indice ne doit apparaitre au plus 2 fois dans un monéme.
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Tenseur des contraintes de Cauchy FNEIERFTIETTe FTGTINLS

Notation indicielle

Les écritures tensorielles utilisent intensivement les indices, certains étant fixes et
d’autres interviennent dans des sommations de 1 & 3 (indices répétés).

Il existe une convention d’écriture qui permet de simplifier les écritures :
Conventions
@ Un indice ne doit apparaitre au plus 2 fois dans un monéme.

@ Si un indice apparait deux fois il est dit muet ; le monéme est alors sommé 3 fois
(pour l'indice de 1 & 3).
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Tenseur des contraintes de Cauchy FNEIERFTIETTe FTGTINLS

Notation indicielle

Les écritures tensorielles utilisent intensivement les indices, certains étant fixes et
d’autres interviennent dans des sommations de 1 & 3 (indices répétés).

Il existe une convention d’écriture qui permet de simplifier les écritures :
Conventions

@ Un indice ne doit apparaitre au plus 2 fois dans un monéme.

@ Si un indice apparait deux fois il est dit muet ; le monéme est alors sommé 3 fois
(pour l'indice de 1 & 3).

@ Si un indice apparailt une fois il est dit libre ; tous les monomes dans une
expression doivent avoir les mémes indices libres.
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Tenseur des contraintes de Cauchy FNEIERFTIETTe FTGTINLS

Notation indicielle

Les écritures tensorielles utilisent intensivement les indices, certains étant fixes et

d’autres interviennent dans des sommations de 1 & 3 (indices répétés).

Il existe une convention d’écriture qui permet de simplifier les écritures :

Conventions

@ Un indice ne doit apparaitre au plus 2 fois dans un monéme.

@ Si un indice apparait deux fois il est dit muet ; le monéme est alors sommé 3 fois

(pour l'indice de 1 & 3).

@ Si un indice apparailt une fois il est dit libre ; tous les monomes dans une
expression doivent avoir les mémes indices libres.

Exemples :
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Tenseur des contraintes de Cauchy FNEIERFT)BESiTe ST

Notation indicielle

Les écritures tensorielles utilisent intensivement les indices, certains étant fixes et
d’autres interviennent dans des sommations de 1 & 3 (indices répétés).

Il existe une convention d’écriture qui permet de simplifier les écritures :
Conventions

@ Un indice ne doit apparaitre au plus 2 fois dans un monéme.

@ Si un indice apparait deux fois il est dit muet ; le monéme est alors sommé 3 fois
(pour l'indice de 1 & 3).

@ Si un indice apparailt une fois il est dit libre ; tous les monomes dans une
expression doivent avoir les mémes indices libres.

Exemples :

0=046Q¢€; 0.0=

TijNj € ; tro = oy
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Tenseur des contraintes de Cauchy FNEIERFT)BESiTe ST

Notation indicielle

Les écritures tensorielles utilisent intensivement les indices, certains étant fixes et
d’autres interviennent dans des sommations de 1 & 3 (indices répétés).

Il existe une convention d’écriture qui permet de simplifier les écritures :
Conventions
@ Un indice ne doit apparaitre au plus 2 fois dans un monéme.

@ Si un indice apparait deux fois il est dit muet ; le monéme est alors sommé 3 fois
(pour l'indice de 1 & 3).

@ Si un indice apparailt une fois il est dit libre ; tous les monomes dans une
expression doivent avoir les mémes indices libres.

Exemples :

Qi
I
Qi

_O'ijéi®éj; .h:aijnjéi; tr&zakk

(&) base propre de ¢ < ¢ = 046 ® &
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Tenseur des contraintes de Cauchy FNEIERFT)BESiTe ST

Notation indicielle

Les écritures tensorielles utilisent intensivement les indices, certains étant fixes et
d’autres interviennent dans des sommations de 1 & 3 (indices répétés).

Il existe une convention d’écriture qui permet de simplifier les écritures :
Conventions
@ Un indice ne doit apparaitre au plus 2 fois dans un monéme.

@ Si un indice apparait deux fois il est dit muet ; le monéme est alors sommé 3 fois
(pour l'indice de 1 & 3).

@ Si un indice apparailt une fois il est dit libre ; tous les monomes dans une
expression doivent avoir les mémes indices libres.

Exemples :

Qi
I
Qi

_O'ijéi®éj; .h:aijnjéi; tr&zakk

(&) base propre de ¢ < ¢ = 046 ® &
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Tenseur des contraintes de Cauchy

Exercice

Exercice - Les expressions suivantes sont-elles correctes ?

] Vi = Qik bkj

] Vi = Qik bkj Cj

®  (kk Qi = GiiGij

o Oy = )\ekk&j =+ 2#61‘]‘




Tenseur des contraintes de Cauchy

Exercice

Exercice - Les expressions suivantes sont-elles correctes ?

o U = aubyy Réponse : non, la regle 3 n’est pas respectée

] Vi = Qik bkj Cj

®  (kk Qi = GiiGij

o 0y = Aewly + 2uEi;




Tenseur des contraintes de Cauchy

Exercice

Exercice - Les expressions suivantes sont-elles correctes ?

o U = aubyy Réponse : non, la regle 3 n’est pas respectée

o v = axbic Réponse : oui

®  (kk Qi = GiiGij

o 0y = Aewly + 2uEi;




Tenseur des contraintes de Cauchy

Exercice

Exercice - Les expressions suivantes sont-elles correctes ?

o U = aubyy Réponse : non, la regle 3 n’est pas respectée
o v = axbic Réponse : oui
(kG = Gy Réponse : non, la regle 1 n’est pas respectée

o Oy = )\5kk5z‘j =+ 2#61‘]‘




Tenseur des contraintes de C

Exercice

Notation indicielle

Exercice - Les expressions suivantes sont-elles correctes ?

] Vi = Qik bkj

] Vi = Qik bkj Cj

®  (kk Qi = GiiGij

o Oy = A&kk(sij =+ 2/L€ij

Réponse :

Réponse :

Réponse :

Réponse :

non, la regle 3 n’est pas respectée

oui

non, la regle 1 n’est pas respectée

oui (loi de Hooke)

Septembre 2011
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Tenseur des contraintes de Cauchy [EESReTeRIFTRITCY N7 EXATE]

Simple produit contracté

On définit le produit contracté une fois entre 2 grandeurs tensorielles d’ordre 0, 1 et
2, il est noté par un point.

si n, p est I'ordre des tenseurs de départ, le résultat de I'opération est un tenseur
d'ordre n —1+p—1.
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Tenseur des contraintes de Cauchy YR TENCY NG ENGTE)

Simple produit contracté

On définit le produit contracté une fois entre 2 grandeurs tensorielles d’ordre 0, 1 et
2, il est noté par un point.

si n, p est I'ordre des tenseurs de départ, le résultat de I'opération est un tenseur
d’ordre n —1+p—1.

@ Simple produit contracté entre 2 vecteurs :

U.0 = Uv;

le résultat est un scalaire ; cette opération correspond au produit scalaire des 2
vecteurs {u} {v}.
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Tenseur des contraintes de Cauchy YR TENCY NG ENGTE)

Simple produit contracté

On définit le produit contracté une fois entre 2 grandeurs tensorielles d’ordre 0, 1 et
2, il est noté par un point.

si n, p est I'ordre des tenseurs de départ, le résultat de I'opération est un tenseur
d’ordre n —1+p—1.

@ Simple produit contracté entre 2 vecteurs :
U.0 = UV;

le résultat est un scalaire ; cette opération correspond au produit scalaire des 2
vecteurs {u} {v}.

@ Simple produit contracté entre 2 tenseurs :

0.E = Oik€kj€i @ €5

le résultat est un tenseur de composantes o, ; cette opération correspond au
produit matriciel [o] [¢] .
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Tenseur des contraintes de Cauchy YR TENCY NG ENGTE)

Simple produit contracté

On définit le produit contracté une fois entre 2 grandeurs tensorielles d’ordre 0, 1 et
2, il est noté par un point.

si n, p est I'ordre des tenseurs de départ, le résultat de I’opération est un tenseur
d’ordre n —1+p—1.

@ Simple produit contracté entre 2 vecteurs :
U.0 = UV;
le résultat est un scalaire; cette opération correspond au produit scalaire des 2
vecteurs {u} {v}.
@ Simple produit contracté entre 2 tenseurs :
0.E = Oik€kj€i @ €5
le résultat est un tenseur de composantes o, ; cette opération correspond au
produit matriciel [o] [¢] .

@ Simple produit contracté entre un tenseur d’ordre 2 et un vecteur :

Qi

n=ao ij Ty €
le résultat est un vecteur donc les composantes sont données par le produit
matrice-vecteur [o] {n}.

Remarque : ces relations sont valables dans n’importe quel systéeme de coordonnées

ie Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011 36 / 250



Tenseur des contraintes de Cauchy

Double produit contracté

Le double produit contracté est défini entre 2 tenseurs et il est représenté par le
symbole ” :”

g:E= TijEij

Le résultat est un scalaire (dimension n —2+p —2 avec n = p = 2)

ELASTICITE



Tenseur des contraintes de Cauchy

Double produit contracté

Le double produit contracté est défini entre 2 tenseurs et il est représenté par le

symbole ” :”

g:E= TijEij

Le résultat est un scalaire (dimension n —2+p —2 avec n = p = 2)

Exemples

anique) ELASTICITE



Tenseur des contraintes de Cauchy [EESReTeRIFTRITCY N7 EXATE]

Double produit contracté

Le double produit contracté est défini entre 2 tenseurs et il est représenté par le
symbole 7 : 7
5’ : g = 0ij€ij

Le résultat est un scalaire (dimension n —2+p —2 avec n = p = 2)

Exemples

0e1.1=1ou 005, = i (étudier les cas i = k et i # k)

ELASTICITE Septembre 2011
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Tenseur des contraintes de Cauchy [EESReTeRIFTRITCY N7 EXATE]

Double produit contracté

Le double produit contracté est défini entre 2 tenseurs et il est représenté par le
symbole 7 : 7
5’ : g = 0ij€ij

Le résultat est un scalaire (dimension n —2+p —2 avec n = p = 2)

Exemples

0e1.1=1ou 005, = i (étudier les cas i = k et i # k)

:1=3

]

nie Mécanique) Septembre 2011
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Tenseur des contraintes de Cauchy [EESReTeRIFTRITCY N7 EXATE]

Double produit contracté

Le double produit contracté est défini entre 2 tenseurs et il est représenté par le

”

symbole 7 :
g:E= OijE4j

Le résultat est un scalaire (dimension n —2+p —2 avec n = p = 2)

Exemples

0e1.1=1ou 005, = i (étudier les cas i = k et i # k)

Septembre 2011 37 / 250
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Tenseur des contraintes de Cauchy

Produits contractés

Double produit contracté

Le double produit contracté est défini entre 2 tenseurs et il est représenté par le
symbole 7 : 7

g:E= OijE4j

Le résultat est un scalaire (dimension n —2+p —2 avec n = p = 2)
Exemples

0e1.1=1ou 005, = i (étudier les cas i = k et i # k)

ELASTICITE
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Tenseur des contraintes de Cauchy YR TENCY NG ENGTE)

Double produit contracté

Le double produit contracté est défini entre 2 tenseurs et il est représenté par le
symbole 7 : 7

g:E= OijE4j

Le résultat est un scalaire (dimension n —2+p —2 avec n = p = 2)
Exemples

0e1.1=1ou 005, = i (étudier les cas i = k et i # k)

o 5 =02 =5:5 = |5
o otro :T

ELASTICITE Septembre 2011 37 / 250



Tenseur des contraintes de Cauchy YR TENCY NG ENGTE)

Double produit contracté

Le double produit contracté est défini entre 2 tenseurs et il est représenté par le
symbole 7 : 7

g:E= OijE4j

Le résultat est un scalaire (dimension n —2+p —2 avec n = p = 2)
Exemples

0e1.1=1ou 005, = i (étudier les cas i = k et i # k)

0e1:1=3
otré’zakaEZT
° tr52:¢712j=5 o= HEH2
o M7 1

o

—2

tr(o _
R 31‘&7):25

o

F. PETITIEAN ie écanique)
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Notion de vecteur contrainte

Le vecteur contrainte T (M, n) représente la densité d’efforts surfaciques, au point
M, exercée a travers une interface de normale ..

T(M,7) T (M,7)



Notion de vecteur contrainte

Le vecteur contrainte T (M, n) représente la densité d’efforts surfaciques, au point
M, exercée a travers une interface de normale ..

On définit la composante normale (ou contrainte normale) par

| on =T (M,n).7 | (3)

c’est une grandeur scalaire qui est positive en traction (c’est & dire quand I'extérieur
exerce un effort dirigé vers lextérieur) et négative en compression.




Notion de vecteur contrainte

Le vecteur contrainte T (M, n) représente la densité d’efforts surfaciques, au point
M, exercée a travers une interface de normale ..

On définit la composante normale (ou contrainte normale) par

| on =T (M,n).7 | (3)

c’est une grandeur scalaire qui est positive en traction (c’est & dire quand I'extérieur
exerce un effort dirigé vers lextérieur) et négative en compression.

On définit la composante tangentielle (ou contrainte tangentielle) comme la
partie complémentaire :

F=T(M,n) —onnt | (4)

c’est une grandeur vectorielle portée par la facette; elle correspond & un effort de
cisaillement.




Notion de vecteur contrainte

Le vecteur contrainte T (M, n) représente la densité d’efforts surfaciques, au point
M, exercée a travers une interface de normale ..

On définit la composante normale (ou contrainte normale) par

| on =T (M,n).7 | (3)

c’est une grandeur scalaire qui est positive en traction (c’est & dire quand I'extérieur
exerce un effort dirigé vers lextérieur) et négative en compression.

On définit la composante tangentielle (ou contrainte tangentielle) comme la
partie complémentaire :

F=T(M,n) —onnt | (4)

c’est une grandeur vectorielle portée par la facette; elle correspond & un effort de
cisaillement.

On a la relation de Pythagore :

TM,n)| =2 +17> ()




ur des contrain e Cauchy

Formule de Cauchy
Formule de Cauchy
Formule de Cauchy

La propriété de linéarité (2) du théoréme de Cauchy implique Uexistence d’un tenseur
d’ordre 2, noté a (M), tel que, pour tout vecteur n

| T(M,7)=5(M).n | (6)

la grandeur G (M) est appelé le tenseur des contraintes de Cauchy au point M.

V.

Mécanique)
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LESLEC ORI Wl Formule de Cauchy

Formule de Cauchy

Formule de Cauchy

La propriété de linéarité (2) du théoréme de Cauchy implique Uexistence d’un tenseur
d’ordre 2, noté a (M), tel que, pour tout vecteur n

| T(M,7)=5(M).n | (6)

la grandeur G (M) est appelé le tenseur des contraintes de Cauchy au point M.
o

Le tenseur ¢ (M) défini une application linéaire par la relation (6). Il peut étre
représenté par la matrice de ses composantes dans la base quelconque (&1, ez, €3) :

T(M,&) T (M,e2) T(M,es)

e1 o11 012 013
o(M)ey = e 021 022 023
€3 031 032 033

F. PETITJEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011 39 / 250



PESEATERGIN ORIl Formule de Cauchy

Formule de Cauchy

Formule de Cauchy

La propriété de linéarité (2) du théoréme de Cauchy implique Uexistence d’un tenseur
d’ordre 2, noté a (M), tel que, pour tout vecteur n

| T (M,7) =5 (M) .7/ | (6)
la grandeur G (M) est appelé le tenseur des contraintes de Cauchy au point M.
.
Le tenseur ¢ (M) défini une application linéaire par la relation (6). Il peut étre
représenté par la matrice de ses composantes dans la base quelconque (&1, ez, €3) :
T (M,e) T(M,e) T(M,es)
el o11 012 013
o(M)]), = @ 021 022 023
€3 031 032 033
La formule de Cauchy (6) s’écrit alors sous la forme du produit matrice-vecteur :
3
(T(M.n)} =[o(M)]{n} <= Ti=) oyn (7
j=1

F. PETITJEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011 39 / 250



Tenseur des contraintes de Cauchy

Interprétation des composantes du tenseur de Cauchy

On note oy les composantes du tenseur & dans la base (&1, &2, €3).

Par définition, le vecteur contrainte T (M, n) relatif & la facette de normal n = e3
s’écrit

T (M,es3) = 01381 + 02382 + 03363 = 033N + T

avec T = 013€1 + 023€2.

anique)




Tenseur des contraintes de Cauchy

Interprétation des composantes du tenseur de Cauchy
Interprétation des composantes du tenseur de Cauchy

On note oy les composantes du tenseur ¢ dans la base (e, ez, €3).
Par définition, le vecteur contrainte T (M, n) relatif & la facette de normal n = e3
s’écrit

T (M,es3) = 01381 + 02382 + 03363 = 033N + T

avec T = 013€1 + 023€2.
Interprétation :

@ o033 est la composante normale;;
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Tenseur des contraintes de Cauchy

Interprétation des composantes du tenseur de Cauchy
Interprétation des composantes du tenseur de Cauchy

On note oy les composantes du tenseur ¢ dans la base (e, ez, €3).
Par définition, le vecteur contrainte T (M, n) relatif & la facette de normal n = e3
s’écrit

T (M,es3) = 01381 + 02382 + 03363 = 033N + T

avec T = 013€1 + 023€2.
Interprétation :

@ o033 est la composante normale;;

@ 013 et 023 sont les composantes
tangentielles.
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Interprétation des composantes du tenseur de Cauchy

On note oy les composantes du tenseur ¢ dans la base (e, ez, €3).
Par définition, le vecteur contrainte T (M, n) relatif & la facette de normal n = e3
s’écrit

T (M,es3) = 01381 + 02382 + 03363 = 033N + T

avec T = 013€1 + 023€2.
Interprétation :

@ o033 est la composante normale;;

@ 013 et 023 sont les composantes
tangentielles.

En appliquant ce méme raisonnement pour les 2 autres directions on obtient la regle
suivante :
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Interprétation des composantes du tenseur de Cauchy

On note oy les composantes du tenseur ¢ dans la base (e, ez, €3).
Par définition, le vecteur contrainte T (M, n) relatif & la facette de normal n = e3
s’écrit

T (M,es3) = 01381 + 02382 + 03363 = 033N + T

avec T = 013€1 + 023€2.

Interprétation :

T(M,e1) T(M,ex) T(M,es)
@ o033 est la composante normale;;
o11 012 013
@ 013 et 023 sont les composantes o21 022 023
tangentielles. 031 032 033

En appliquant ce méme raisonnement pour les 2 autres directions on obtient la regle
suivante :

o les composantes diagonales o;; sont les contraintes normales relativement aux 3
directions Oz, Oxz, Oxs ;
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Interprétation des composantes du tenseur de Cauchy

On note oy les composantes du tenseur ¢ dans la base (e, ez, €3).
Par définition, le vecteur contrainte T (M, n) relatif & la facette de normal n = e3
s’écrit

T (M,es3) = 01381 + 02382 + 03363 = 033N + T

avec T = 013€1 + 023€2.
Interprétation :

@ o033 est la composante normale;;

11 g12 g13
@ 013 et 023 sont les composantes 021 022 023
tangentielles. 031 032 033

En appliquant ce méme raisonnement pour les 2 autres directions on obtient la regle
suivante :

o les composantes diagonales o;; sont les contraintes normales relativement aux 3
directions Oz, Oxz, Oxs ;

o les composantes extra diagonales oy; (7 # j) sont les composantes tangentielles
sur les 3 facettes.
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Vecteur contrainte

T (M,e1) =o1181 + 02182 + 03183
relatif & la facette de normale ;.

€3
T(M,e) T(M,e
a1l ag12
T (M, &) & o021 o022
a3l a3z
L SM 21
g11 /6
€

ELASTICITE

T (M, &)
TJ13

023
o33




Tenseur d

Vecteur contrainte
T (M,e) = o1281 + 02282 + 03283
relatif & la facette de normale es.

€3
/"/— - o1l 12
T (M’ 82)62 o221 a2
............. 023 o31 a2
J12

ELASTICITE

T (M, es)
TJ13

023
o33




Tenseur d

Vecteur contrainte o
T (M,es) = 01381 + 02382 + 03383
relatif & la facette de normale es.

€3
— _ T(M,&) T(M,&) T(M,é
03’;,%/ " (M, &3) 01: al; Jl;
- ag21 a22 a23
o
3.51{‘[ 023 2 a3l a32 o33
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Vecteurs contraintes relatifs aux 3 plans au méme point M.

T(M,a) T(M,&) T(M,e

T11 12 g13
a21 a2 a23
o31 a3z o33

ELASTICITE



Tenseur ¢

033, (M, &3)

I, 1) 012

11

ELASTICITE



Représentation classiques des composantes du tenseur des contraintes sur un élément
de volume (systéme de coordonnées cartésiennes).

€3 033
33
i
i a23
................... o
!
i o
\ L/ » 022
—> 012
: ] el éZ

€1

ELASTICITE




Tenseur des contraintes de Cauchy

Différents systemes de coordonnées

Repere cartésien Elément de volume




Tenseur des contraintes de Cauchy

Différents systemes de coordonnées

Repere cartésien Elément de volume

e

Elément de volume



Plan du chapitre

(5] Equations d’équilibre




s d’équilibre

Rappel sur les opérateurs différentiels

On considére un milieu continue @ C R%. Un point M € Q est repéré par le vecteur
position

.’TCIOM:ZZ'E,'; :i:(xl)

ELASTICITE



Rappel sur les opérateurs différentiels

On considére un milieu continue @ C R%. Un point M € Q est repéré par le vecteur
position

.’TCIOM:ZZ'E,'; i:(xz)

Pour un champ scalaire f:z2 € Q — f(z) € R on définit :

F. PETITJE ELASTICITE




IO PER L ERCHCIHH S Opérateurs différentiels

Rappel sur les opérateurs différentiels

On considére un milieu continue Q C R%. Un point M € Q est repéré par le vecteur
position

EIOMISCZ‘EZ'; C_U:(Il)

Pour un champ scalaire f:z2 € Q — f(z) € R on définit :

la différentielle de f

df = =—dz; = Vf.dM avec dM = du;e;

nie Mécanique)

Septembre 2011 44 / 250



IO PER L ERCHCIHH S Opérateurs différentiels

Rappel sur les opérateurs différentiels
On considére un milieu continue Q C R%. Un point M € Q est repéré par le vecteur

position
EIOMISCZ‘EZ‘; C_U:(Il)

Pour un champ scalaire f:z2 € Q — f(z) € R on définit :
la différentielle de f
of
df = g—dz; = Vf.dM avec dM = dz;&;

le gradient de f
57 Of . Of

T

89@ -
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IO PER L ERCHCIHH S Opérateurs différentiels

Rappel sur les opérateurs différentiels

On considére un milieu continue Q C R%. Un point M € Q est repéré par le vecteur

position
EIOMIL‘EZ‘; CE:(II)

Pour un champ scalaire f:z2 € Q — f(z) € R on définit :
la différentielle de f

df = 87fd$1 = Wd avec dM = dzie;
le gradient de f

TFo O, Of _
89@_

T

le laplacien de f

ELASTICITE Septembre 2011
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Opérateurs différentiels (en coordonnées cartésiennes)

Pour un champ vectoriel

1:2€Q — u(z)eR®; w@) =ua(M); @=ue

ELASTICITE



IO PER L ERCHCIHH S Opérateurs différentiels

Opérateurs différentiels (en coordonnées cartésiennes)

Pour un champ vectoriel

1:2€Q — u(z)eR®; w@) =ua(M); @=ue

la dérivée de u (par rapport a la variable d’espace z;)

ou _Ou. _ (0w
8xj o 5‘xj t 827]'

nie Mécanique) JITE Septembre 2011

45 / 250



IO PER L ERCHCIHH S Opérateurs différentiels

Opérateurs différentiels (en coordonnées cartésiennes)

Pour un champ vectoriel

1:2€Q — u(z)eR®; w@) =ua(M); @=ue

la dérivée de u (par rapport a la variable d’espace z;)

ou _Ou. _ (0w
8xj o 5‘xj t 827]'

le vecteur nabla

nie Mécanique) Septembre 2011
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IO PER L ERCHCIHH S Opérateurs différentiels

Opérateurs différentiels (en coordonnées cartésiennes)

Pour un champ vectoriel

1:2€Q — u(z)eR®; w@) =ua(M); @=ue

la dérivée de u (par rapport a la variable d’espace z;)

ou _Ou. _ (0w
a.’Ej o 5‘13 T 827]'

le vecteur nabla

G0,
_o%z ‘
le gradient de @
Ti—aev=2%ge
N T 0z 7

nie Mécanique) JITE Septembre 2011
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la divergence de 4




Equations

la divergence de

le laplacien de @




Equations d’équilibre

la divergence de 4

le laplacien de u

le rotationnel de u




Equations d’équilibre

Relations remarquables

On peut montrer les relations suivantes :
div (W) =Af
diva = tr(Vu)
div (fa) = fdiva + .Vf

V (divt) = Au + rot (rota)

F. PETITJEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE



LLEHMNSEE Opérateurs différentiels

Relations remarquables

On peut montrer les relations suivantes :
div (W) =Af
diva = tr(Vu)
div (fa) = fdiva + a.Vf

V (divt) = Au + rot (rota)

Propriété

= — t——. —
si Vu est symétrique (i.e. Vu = Vu) alors rot% = 0 et on a, d’apres la relation
ci-dessus, -
¥V (diva) = Au

Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011
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Opérateurs différentiels (en coordonnées cartésiennes)
Pour un champ tensoriel

G:T€EN —5(Z)=6(M); G=0458RF%

ELASTICITE



Equations d’équilibre

Opérateurs différentiels

Opérateurs différentiels (en coordonnées cartésiennes)
Pour un champ tensoriel

=06 X €
la divergence de &

- -_  Oo
dive = 5.V = Zlg,
ij
c’est un vecteur dont la i® composante est
3
_ Oo;
dive), = !

On peut montrer la relation

IS

div (5.2) = div (7).t + 5.Vu

nie Mécanique)
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Opérateurs différentiels (en coordonnées cartésiennes)
Pour un champ tensoriel

G:T€EN —5(Z)=6(M); G=0458RF%

la divergence de &

— - — a i
dive = 5.7 = Zlg,
ij
c’est un vecteur dont la i® composante est
3
_ Oo;
dive), = J

On peut montrer la relation

div (a.

IS

) =div(5).u +5.Vu

Théoremes de la divergence

F. PETITIEAN nie Mécanique)
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IS PERA TS ERCHCTMNSY Equilibre d’un volume élémentaire

Equilibre d’un volume élémentaire

Pour déterminer les équations d’équilibre dans le solide on se pose le probleme
suivant.

Etant donnés un solide § et le systeme de forces extérieures constitué :
o des forces de contour F~ (M) sur 99
o des forces de volume f* (M) dans Q

peut-on déterminer les efforts intérieurs, c’est a dire le champ de contrainte & (M) en
tout point M € Q7

La réponse est construite en 3 étapes.
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Equations

Etape 1:

Vérification au préalable de I’équilibre globale de la structure sous l'action des forces
extérieures : [F.] =0




Equations d’équilibre

Etape 1:
Vérification au préalable de I’équilibre globale de la structure sous l'action des forces

extérieures : [F.] =0

Soit
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IS PERA TS ERCHCTMNSY Equilibre d’un volume élémentaire

Etape 1:
Vérification au préalable de I’équilibre globale de la structure sous l'action des forces

extérieures : [F.] =0

Soit
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Equations d’équilibre

Etape 2:

@ On applique le principe de la coupure en isolant un élément de volume
dz x dy x dz paralléle aux directions Oz, Oy, Oz (systéme de coordonnées
cartésiennes).




Equations q o Equilibre d’un volume élémentaire

Etape 2:

@ On applique le principe de la coupure en isolant un élément de volume
dr x dy X dz parallele aux directions Oz, Oy, Oz (systéme de coordonnées
cartésiennes).

@ On écrit les équations différentielles traduisant ’équilibre statique de 1’élément
de volume dans les 3 directions.
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IS PERA TS ERCHCTMNSY Equilibre d’un volume élémentaire

Etape 2:

@ On applique le principe de la coupure en isolant un élément de volume
dr x dy X dz parallele aux directions Oz, Oy, Oz (systéme de coordonnées
cartésiennes).

@ On écrit les équations différentielles traduisant ’équilibre statique de 1’élément
de volume dans les 3 directions.

Tous calculs fait on obtient

> Equilibre suivant la directions e,

8am 8%1, 80':1:,2

oz + oy + 0z =0
» Equilibre suivant la directions &,

e e L
> Equilibre suivant la directions e,

D0 0 00 2y n 00 Hp =
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Démonstration de 1’équation d’équilibre suivant Oz

Par un développement limité & 1'ordre 1 de la fonction de M — o (M) au point My
de coordonnées (z + dz,y,z) on écrit
002z

a'm(z+d'z,y,z}:am+a—dz+ o (dz)
T

Ex

ELASTICITE




Démonstration de 1’équation d’équilibre suivant Oz

Par un développement limité & 1'ordre 1 de la fonction de M — o (M) au point My
de coordonnées (z + dz,y,z) on écrit

a'm(z+d'z,y,z}:am+ag—udz+ o (dz)
T

Le bilan des forces selon la direction e; qui s’exercent sur les 6 faces du cube donne

F/oz =

Ex
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Démonstration de 1’équation d’équilibre suivant Oz

Par un développement limité & 1'ordre 1 de la fonction de M — o (M) au point My
de coordonnées (z + dz,y,z) on écrit

a'm(z+d'z,y,z}:am+ag—udz+ o (dz)
T

Le bilan des forces selon la direction e; qui s’exercent sur les 6 faces du cube donne

F/oz =

do

= dr)dy dz — oz dy dz

(Um + oz

—O gz dy dz

E
(G2 + (?;:; dz)dy dz v
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Démonstration de 1’équation d’équilibre suivant Oz

Par un développement limité & 1'ordre 1 de la fonction de M — o (M) au point My
de coordonnées (z + dz,y,z) on écrit

a'm(z+d'z,y,z}:am+ag—udz+ o (dz)
T

Le bilan des forces selon la direction e; qui s’exercent sur les 6 faces du cube donne

F/Oz = z
Doz
(oz + . dz)dy dz — o dy dz
05y
+ (o + By dy)dz dz — o4y dz dz oeyduds "

(Fay + 6;;3. dy)du dz

By

Ex
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Equations d'& ik d? 1 A14

Démonstration de 1’équation d’équilibre suivant Oz

Par un développement limité & I’ordre 1 de la fonction de M — o (M) au point My
de coordonnées (z + dz,y,z) on écrit

crm(z+d'z,y,z):am+ag—mdz+ o (dr)
T

Le bilan des forces selon la direction e, qui s’exercent sur les 6 faces du cube donne

R0z Z B (0ae + a;:‘dz)dmdy
T x
(o2 + . dz)dy dz — oz dy dz

05y 4

+ (0m + 272 &2V dz dy — 0 da dy
Oz | ¥ Ey

+ fedz dydz =0 =
Ex —0 g drdy

énie Mécanique)
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Equations d’é Equilibre d° 1 A14

Démonstration de 1’équation d’équilibre suivant Oz

Par un développement limité & I’ordre 1 de la fonction de M — o (M) au point My
de coordonnées (z + dz,y,z) on écrit

crm(z+d'z,y,z):am+ag—mdz+ o (dr)
T

Le bilan des forces selon la direction e, qui s’exercent sur les 6 faces du cube donne

R0z Z B (0ae + a;:‘dz)dmdy
(0az + gf dz)dy dz — og dy dz

05y 4

P 6;'" dz)dz dy — o2y dz dy

z Y Ey
+ fedz dydz =0 1
Ex —0 g drdy
Division par dV = dz dy dz, cqfd.

(Génie Mécanigue)
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Etape 3 : Condition de raccordement (ou conditions limites)

Le champ de contrainte (M) solution doit vérifier les conditions limites sur le
contour de Q. Ces conditions sont données par la force surfacique F° (M) sur 9.

F (M T(M,7) =F (M)

L\
» e

ELASTICITE




Etape 3 : Condition de raccordement (ou conditions limites)

Le champ de contrainte (M) solution doit vérifier les conditions limites sur le
contour de Q. Ces conditions sont données par la force surfacique F° (M) sur 9.

La condition de raccordement impose qu’en tout point M € 8Q, le vecteur contrainte
T (M, @) soit égale & la force surfacique donnée :

T(M,a)=F (M), M edQ

oll 7 est la normale & la surface en M.
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Etape 3 : Condition de raccordement (ou conditions limites)

Le champ de contrainte (M) solution doit vérifier les conditions limites sur le
contour de . Ces conditions sont données par la force surfacique F* (M) sur 9.

La condition de raccordement impose qu’en tout point M € 8Q, le vecteur contrainte
T (M, n) soit égale & la force surfacique donnée :

T(M,n)=F (M), MedQ

oll 7 est la normale & la surface en M.

En appliquant la formule de Cauchy on
obtient la condition :

g(M)n=F (M), MeaQ
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Exemple de conditions de raccordement

On considére un tube eylindrique sous pression extérieure :
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Exemple de conditions de raccordement

On considére un tube eylindrique sous pression extérieure :
Condition de raccordement en tout point extérieur
au cylindre
T (M,7) = —pér
= on(M)=—p, oor(M)=0u(M)=0
VM tel que r = R.
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Exemple de conditions de raccordement

On considére un tube cylindrique sous pression extérieure :

Condition de raccordement en tout point extérieur
au cylindre

T (M,7) = —pér
= on(M)=-p, oor(M)=o0x(M)=0
VM tel que r = R.

Condition de raccordement en tout point intérieur
au cylindre

T(M,n2) =0
= oxr(M)=0s(M)=0x(M)=0
VM tel que r = R;
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HLLEHHSYS Equilibre d’un volume élémentaire

Bilan : conditions d’équilibre statique

Définition

Le champ de contrainte & (M) est dit statiquement admissible (SA) s’il vérifie les

équations d’équilibre :

aam aaz‘y 60zz
+

Ox + Oy 0z +h =0
00ys  Ooyy 0oy, o _

Ox + Oy + 0z =0
00 2 n 00 n 00, ff =0

oz dy 0z

et les conditions limites sur 6$2 :

T(M,n)=6(M).n=TF (M) pourtout M € OQ

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)

ELASTICITE
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IS PER L ERCHCIHH SIS Symétrie du tenseur

Symétrie du tenseur des contraintes

Les équations d’équilibre ont été obtenues en exploitant la seule condition de nullité
des forces.

En écrivant ’équilibre des moments on obtient des restrictions sur les formes
possibles du tenseur des contraintes.

Deuxieme théoreme de Cauchy
Le tenseur de Cauchy est symétrique, c’est a dire qu’il vérifie

E'Ztg' = [0’] :t[a] <~ Oij = Oj;

Par conséquent, G ne posséde que 6 composantes indépendantes.

Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011
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Symétrie du tenseur des contraintes

Les équations d’équilibre ont été obtenues en exploitant la seule condition de nullité
des forces.

En écrivant 1’équilibre des moments on obtient des restrictions sur les formes
possibles du tenseur des contraintes.

Deuxieme théoreme de Cauchy
Le tenseur de Cauchy est symétrigue, c’est a dire qu’il vérifie
t=

o=0 <+ [0']::['7] — Oy =0j

Par conséquent, o ne posséde que 6 composantes indépendantes.

Nlustration sur un élément de volume en coordonnées cartésiennes :
(2]
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Symétrie du tenseur des contraintes

Les équations d’équilibre ont été obtenues en exploitant la seule condition de nullité

des forces.

En écrivant 1’équilibre des moments on obtient des restrictions sur les formes
possibles du tenseur des contraintes.

Deuxieme théoreme de Cauchy
Le tenseur de Cauchy est symétrigue, c’est a dire qu’il vérifie
t=

o=0 <+ [0']::['7] — Oy =0j

Par conséquent, o ne posséde que 6 composantes indépendantes.

Nlustration sur un élément de volume en coordonnées cartésiennes :
(2]
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Symétrie du tenseur des contraintes

Les équations d’équilibre ont été obtenues en exploitant la seule condition de nullité

des forces.

En écrivant 1’équilibre des moments on obtient des restrictions sur les formes
possibles du tenseur des contraintes.

Deuxieme théoreme de Cauchy
Le tenseur de Cauchy est symétrigue, c’est a dire qu’il vérifie
t=

o=0 <+ [0']::['7] — Oy =0j

Par conséquent, o ne posséde que 6 composantes indépendantes.

Nlustration sur un élément de volume en coordonnées cartésiennes :
(2]

Septembre 2011



Symétrie du tenseur des contraintes

Les équations d’équilibre ont été obtenues en exploitant la seule condition de nullité
des forces.

En écrivant 1’équilibre des moments on obtient des restrictions sur les formes
possibles du tenseur des contraintes.

Deuxieme théoreme de Cauchy
Le tenseur de Cauchy est symétrigue, c’est a dire qu’il vérifie
t=

o=0 <+ [0']::['7] — Oy =0j

Par conséquent, o ne posséde que 6 composantes indépendantes.

Nlustration sur un élément de volume en coordonnées cartésiennes :
(2]
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Symétrie du tenseur

Bilan de la modélisation des efforts intérieurs

En chaque point M intérieur au milieu continu () il existe un tenseur symétrique
a (M) tel que la force élémentaire df s’ezercant sur un élément d’aire da orienté
transversalement par la normale 1 soit donnée par

df =T (M,7n)da =& (M) fida

Cette force représente les actions locales en M qui s’exercent a travers la facette
orientée de normale ni.

% df =T (M, #)da

rie Mécanigue)
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Plan du chapitre

@ Exemples d’équilibre élastique




Application - Equilibre d’une barre cylindrique en traction-compression
On considére un corps €2 de forme cylindrique avec les conditions de chargement
suivant :

Ff=-F ‘ FS =

ELASTICITE




Application - Equilibre d’une barre cylindrique en traction-compression
On considére un corps {2 de forme cylindrique avec les conditions de chargement
suivant :

Ff=-F ‘ FS =
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Application - Equilibre d’une barre cylindrique en traction-compression
On considére un corps {2 de forme cylindrique avec les conditions de chargement
suivant :

Ff=-F ‘ FS =

o Force volumique nulle :

f'=0 surQ

@ Surface latérale libre de contrainte :

F =0 suroQ—(SouUS;)
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Application - Equjlibre d’une barre cylindrique en traction-compression
On considére un corps {2 de forme cylindrique avec les conditions de chargement
suivant :

Ff=-F ] Ff=

o Force volumique nulle :

f'=0 surQ

@ Surface latérale libre de contrainte :
F =0 suroQ—(SouUS;)
@ Conditions aux limites mixtes au extrémités :
g

F° =—F& sur S

F° =Fe, surs§
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Exemples d’équilibre élastique

Montrons que le champ de contrainte homogene ¢ donné, dans le repeére (€, €y, €.),
par la matrice des composantes

F 0 0
c(M)=|0 0 0
0 0 0

est statiquement admissible.




Exemples d’équilibre é Equilibre d’une barre cylindrique

Montrons que le champ de contrainte homogene ¢ donné, dans le repeére (€, €y, €.),
par la matrice des composantes

F 0 0
[c(M)]=1] 0 0 O
0 0 O
est statiquement admissible.

Le champ de contrainte & (M) doit vérifier

@ les équations d’équilibre : elles sont vérifiées puisque & est indépendant de M
(toutes les dérivées sont nulles) et f” = 0.
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Exemples d’équilibre i Equilibre d’une barre cylindrique

Montrons que le champ de contrainte homogene ¢ donné, dans le repeére (€, €y, €.),

par la matrice des composantes
F 0 0
[c(M)]=1] 0 0 O
0 0 O
est statiquement admissible.

Le champ de contrainte & (M) doit vérifier

@ les équations d’équilibre : elles sont vérifiées puisque & est indépendant de M

(toutes les dérivées sont nulles) et f* = 0.

@ les conditions limites

Qi
=
3

Il
|

(M), M €aQ

elle sont vérifiées puisque

F 0 0 1 F F 0 0
0 0 O 0p=40,, 0 0 O
0 0 O 0 0 0 0 O

F. PETITIEAN (G ie Mécanique) ELASTICITE

-1 -F
0 p=4 0
0 0
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Equilibre élastique d’une sphére creuse sous pression
On considére une enveloppe sphérique de centre O de rayons m et . On se place
dans un systéme de coordonnées sphériques (O, e, €g, €3)

@ Les données sur les contours ne portent que sur les forces surfaciques (pas de
déplacement imposé) :

ELASTICITE




Equilibre élastique d’une spheére creuse sous pression

On considére une enveloppe sphérique de centre O de rayons m et . On se place
dans un systéme de coordonnées sphériques (O, e, €g, €3)

@ Les données sur les contours ne portent que sur les forces surfaciques (pas de
déplacement imposé) :

* Pression uniforme pp & l'intérieur :

F° (M) =poer pourr=m (8So)
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Equilibre élastique d’une spheére creuse sous pression

On considére une enveloppe sphérique de centre O de rayons m et . On se place
dans un systéme de coordonnées sphériques (O, e, €g, €3)

@ Les données sur les contours ne portent que sur les forces surfaciques (pas de
déplacement imposé) :

* Pression uniforme pp & l'intérieur :

F° (M) =poer pourr=m (8So)

» Pression uniforme p; & 'extérieur :

7 (M)=—pig&r pourr=r (851)
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Equilibre élastique d’une spheére creuse sous pression

On considére une enveloppe sphérique de centre O de rayons m et . On se place
dans un systéme de coordonnées sphériques (O, e, €g, €3)

@ Les données sur les contours ne portent que sur les forces surfaciques (pas de
déplacement imposé) :

* Pression uniforme pp & l'intérieur :

F° (M) =poer pourr=m (8So)

» Pression uniforme p; & 'extérieur :

7 (M)=—pig&r pourr=r (851)

@ Les force de volumes sont nulles :

FP(M)=0 surQ
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Equilibre élastique d’une spheére creuse sous pression

On considére une enveloppe sphérique de centre O de rayons m et . On se place
dans un systéme de coordonnées sphériques (O, e, €g, €3)

@ Les données sur les contours ne portent que sur les forces surfaciques (pas de
déplacement imposé) :

* Pression uniforme pp & l'intérieur :

7 (M)=pogr pourr=rm (850) ~a

» Pression uniforme p; & 'extérieur :

7 (M)=—pig&r pourr=r (851)

@ Les force de volumes sont nulles :

FP(M)=0 surQ
Question :

Calculer la solution du probléeme d’élasticité c’est-a-dire, déterminer & (M) en tout
point du solide.
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Sphere creuse sous pression

Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression

Réponse : (voir cours 13-6)

Le champ de contrainte solution est de la forme

2B
—— + A 0 0
" B
[o (M)] = 0 =l +A4
B
0 0 -3 + A
T
avec les constantes
3 3.3
Pory — piri 1 o1
A= B== -
T13 — Tg P 2 (po pl) ,rg
nie Mécanique) Septembre 2011
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Sphere creuse sous pression

Equilibre élastique d’une sphere creuse sous pression

Réponse : (voir cours 13-6)

Le champ de contrainte solution est de la forme

2B
- + A 0 0
" B
c@nl=] 0 44
B
0 0 -3 + A
T
avec les constantes
3 3 3 3
Pory — piri 1 o1
A= "—p——F— B== —
T13 — Tg P 2 (pO pl) 3 _ Tg

Remarque.

Dans ce repere, la matrice des contraintes est diagonale. Les composantes
tangentielles sont donc nulles.

nie Mécanique) JITE Septembre 2011
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1lu mouve

Plan du chapitre

© Equations du mouvement

F. PETITJE



Principe fondamental de la dynamique
On considére un milieu continu {2 en mouvement sous 'action de forces extérieures,

forces de volume f”, forces de surface F°. On cherche & exprimer ’équilibre
mécanique d’'une sous partie quelconque w C 2.

0

o (\\
\
\\.‘\
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Equations du mouvement

Principe fondamental de la dynamique

On considére un milieu continu {2 en mouvement sous 'action de forces extérieures,

forces de volume f", forces de surface F°. On cherche & exprimer ’équilibre
mécanique d'une sous partie quelconque w C 2.

Bilan des forces exercées sur w :
e forces de volumes f" (M) dans w;

T (M) \ 0
\
N
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Principe fondamental de la dynamique

On considére un milieu continu {2 en mouvement sous 'action de forces extérieures,
< =5 . . e e
forces de volume f", forces de surface F' . On cherche & exprimer I’équilibre
mécanique d'une sous partie quelconque w C 2.
Bilan des forces exercées sur w :
e forces de volumes f" (M) dans w;

o forces surfaciques 7 (M) exercées sur le contour dw de w (actions de contact
de Q sur w).

T (M) \ 0
\
N
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Equations du mouvement

Principe fondamental de la dynamique

On considére un milieu continu {2 en mouvement sous l’action de forces extérieures,

forces de volume f", forces de surface F°. On cherche & exprimer ’équilibre
mécanique d’'une sous partie quelconque w C 2.

Bilan des forces exercées sur w :
o forces de volumes f* (M) dans w;

- =0 .
o forces surfaciques '~ (M) exercées sur le contour dw de w (actions de contact
de Q sur w).

F (M)

0

W
N

Rappel (hypothése et théoréme de Cauchy) : Ces actions de contact ne
dépendent que de la normale en M & dw et de facon linéaire :

F(M)=T (M,n) =5 (M) .%

énie Mécanique)
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Equations du mouvement

Théoréme (Principe fondamental de la dynamique)

Pour tout 2 et pour toute sous partie w C §2, le torseur des efforts extérieurs est
égale au torseur des quantités d’accélération, ce qui s’écrit :

% [Emvtqﬁmvt] = Rezhﬁezt] Yw C Q

F. PETITIE. ( ELASTICITE



Equations du mouvement

Principe fondamental de la dynamique

Théoréme (Principe fondamental de la dynamique)

Pour tout 2 et pour toute sous partie w C §2, le torseur des efforts extérieurs est
égale au torseur des quantités d’accélération, ce qui s’écrit :

% Iﬁmvtqﬁmm] = Iﬁeztyﬁezt] Vw - Q

Calcul des différents termes :
o Torseur des quantités de mouvement de w
Emm = fw p’f) dv

vat = fw oM /\pf)d’l}

ELASTICITE
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Equations du mouvement

Principe fondamental de la dynamique

Théoréme (Principe fondamental de la dynamique)

Pour tout 2 et pour toute sous partie w C §2, le torseur des efforts extérieurs est
égale au torseur des quantités d’accélération, ce qui s’écrit :

% Iﬁmvt,ﬁmm] = Iﬁeztyﬁezt] Vw - Q

Calcul des différents termes :
o Torseur des quantités de mouvement de w
Rmm = fw p’f) dv

vat = fw oM /\pf)dv

o Torseur des forces extérieurs agissant sur w
Rew = [ frdo+ [, F™d
ext — J,, v Ow a

Mew = [, OM AJ"dv + [, OM AF* da

Mécanique)
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IO ER TS SR AT IS et il  Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit donc

/w (p7 —F") dv = /awfawda

/on (-7 dv= | OMAF™da
w Ow

pour tout sous domaine w € €.

L’équation (10a) traduit la conservation de la quantité de mouvement.

Septembre 2011
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Equations du mouve # Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit donc

/w(m—}“) dvz/ 7 da (10a)

OMA (p7—J")dv= [ OMAF*da (10b)

w Ow
pour tout sous domaine w € €.

L’équation (10a) traduit la conservation de la quantité de mouvement.

En appliquant le théoréme de Cauchy et la formule de la divergence pour ’équation
(10a), on obtient

/w (07— ) dv — /mfawda -

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)
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Equations du mouve # Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit donc

/w(m—}“) dvz/ 7 da (10a)

OMA (p7—J")dv= [ OMAF*da (10b)

w Ow
pour tout sous domaine w € €.

L’équation (10a) traduit la conservation de la quantité de mouvement.

En appliquant le théoréme de Cauchy et la formule de la divergence pour ’équation
(10a), on obtient

/w(,w_f“) dv—/awfawda: /w(pa_;v) dv—/ 5.nda

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)
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Equations du mouve # Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit donc

/w(m—}“) dv:/ 7 da (10a)

OMA (p7—J")dv= [ OMAF*da (10b)

w Ow
pour tout sous domaine w € €.

L’équation (10a) traduit la conservation de la quantité de mouvement.

En appliquant le théoréme de Cauchy et la formule de la divergence pour ’équation
(10a), on obtient

/w(,w_f“) dv—/awfawda: /w(m_;v) dv—/awé.ﬁd

S
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Equations du mouve # Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit donc

/w(m—}“) dv:/ 7 da (10a)

OM A (p7—f)dv= | OMAF*da (10b)
w Ow
pour tout sous domaine w € €.

L’équation (10a) traduit la conservation de la quantité de mouvement.

En appliquant le théoréme de Cauchy et la formule de la divergence pour ’équation
(10a), on obtient

/w(,w_f“) dv—/awfawda: /w(m_;v) dv—/awé.ﬁda
z/w(p'_y—]_“') dv—/divﬁ'dv

w

:/(pfy—f”—divc:f)dv:() Yw € Q
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PO ENF T R (R TS tS i Equations du mouvement

Equations du mouvement

L’égalité étant vérifiée pour tout sous domaine w de €2, on en déduit, d’apres des
théorémes d’analyse, qu’en tout point M € Q, on a

py—f'—dive =0 VM eQ (11)

Ces 3 équations scalaires constituent les équations du mouvement.
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PSR TR R IR TNt Equations du mouvement

Equations du mouvement

L’égalité étant vérifiée pour tout sous domaine w de €2, on en déduit, d’apres des
théorémes d’analyse, qu’en tout point M € Q, on a

p7—f'—dive =0 YMeQ (11)

Ces 3 équations scalaires constituent les équations du mouvement.

Lorsque l'accélération v est nulle (mouvement de translation uniforme) on retrouve
les équations d’équilibre écrites avec I'opérateur divergence

diva (M) + f* (M) =0 pour tout M € Q | (12)
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Cas des Poutres

Plan du chapitre

@ Cas des Poutres

F. PETITJE



LG RS L Hy pothéses gdométriques

Cas d’'une structure poutre - Hypothéses géométriques

Le solide est représenté géométriquement & sa ligne moyenne : ¢’est un milieu continu
unidirectionnel (1D) également appelé milieu curviligne

Courbe directrice : 5 = section droite

Section droite
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LWL PR ST EE Hy pothéses gédométriques

Cas d’'une structure poutre - Hypothéses géométriques

Le solide est représenté géométriquement & sa ligne moyenne : ¢’est un milieu continu
unidirectionnel (1D) également appelé milieu curviligne

Courbe directrice : 5 = section droite

Section droite

Remarques :

© le solide est orienté de G4 — Gg;
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LWL PR ST EE Hy pothéses gédométriques

Cas d’'une structure poutre - Hypothéses géométriques

Le solide est représenté géométriquement & sa ligne moyenne : ¢’est un milieu continu
unidirectionnel (1D) également appelé milieu curviligne

Courbe directrice : 5 = section droite

5!‘ ot

p.

Remarques :
© le solide est orienté de G4 — Gg;

© la ligne directrice est décrite par une abscisse curviligne (i.e un scalaire -
caractére 1D), elle peut étre courbe;
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LWL PR ST EE Hy pothéses gédométriques

Cas d’'une structure poutre - Hypothéses géométriques

Le solide est représenté géométriquement & sa ligne moyenne : ¢’est un milieu continu
unidirectionnel (1D) également appelé milieu curviligne

Courbe directrice : 5 = section droite

5!‘ ot

p.

Remarques :
© le solide est orienté de G4 — Gg;

© la ligne directrice est décrite par une abscisse curviligne (i.e un scalaire -
caractére 1D), elle peut étre courbe;

© la section droite peut étre variable.
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MLBIREE Modélisation des efforts

[Fal = [Ga, Ra,T4]

Gp
[.7'—3] = [GB,EB,fB\}\ EB

On définit les efforts extérieurs suivants :
@ Force de volume dans (2 : B
f(s),m(s)

(corps 1D = forces et moments linéiques). Exemple : poids propre

F. PETITJEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011
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Efforts extérieurs

[Fal = [Ga, Ra,T4]

Gp
[.7'—3] = [GB,EB,fB\}\ EB

On définit les efforts extérieurs suivants :

@ Force de volume dans (2 : B
f(s),m(s)

(corps 1D = forces et moments linéiques). Exemple : poids propre
@ Force de contour sur 01 :
{Ra,Ta}; {Rp,Ts}

(corps 1D = forces et moments concentrés). Exemple : actions de contact
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LG R EL T GOl Modélisation des efforts

Efforts intérieurs

Principe de la coupure : on introduit le torseur des efforts intérieurs (torseur de
cohésion)

[x (s)] =[G (5),Re,Tq]
11 représente 1’action de la partie droite sur la partie gauche (le corps est orienté)

Coupure a l'abscisse s
I Rg
Ga S |
\ |/
G(s)
| Y =
'

Gg
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LRGN S Modélisation des efforts

Efforts intérieurs

Principe de la coupure : on introduit le torseur des efforts intérieurs (torseur de
cohésion)

[x (s)] =[G (5),Re,Tq]
11 représente 1’action de la partie droite sur la partie gauche (le corps est orienté)

Coupure a l'abscisse s

Ni/ﬁc

G(s) |

| Y =
e
Décomposition des efforts sur la section droite : Gp
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Cas des Poutres Modélisation des efforts
Efforts intérieurs

Principe de la coupure : on introduit le torseur des efforts intérieurs (torseur de
cohésion)

[x (s)] =[G (5),Re,Tq]
11 représente 1’action de la partie droite sur la partie gauche (le corps est orienté)

Coupure a l'abscisse s
I Rg
N‘ |/V
I
G(s) |
| Y =
e
Décomposition des efforts sur la section droite : Gp
7 _: vecteur unitaire normal & la section
EG = Ngn =+ vg
effort normal effort tranchant
TG = Can —+ HG
momoent de torsion moment de flexion
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Cas d’'une poutre - Vecteur contrainte sur une section droite
Reprenons la modélisation des efforts intérieurs définies pour les poutres. On note

[X (‘5)] = [G (3) l RG: fG]

les éléments de réduction du torseur de cohésion et T (M, 7) le vecteur contrainte en
un point M sur la section droite.

ELASTICITE




Cas d’'une poutre - Vecteur contrainte sur une section droite
Reprenons la modélisation des efforts intérieurs définies pour les poutres. On note

[x (s)] =[G (5),Re,Tq]

les éléments de réduction du torseur de cohésion et T (M, 7) le vecteur contrainte en
un point M sur la section droite.
On a les relations suivantes :

Rg = [T(M,ﬁ)da
Sg

=~
Q
I

[ GM AT (M, ) da
Sg
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Cas des Poutres

Cas d’'une poutre - Vecteur contrainte sur une section droite
Reprenons la modélisation des efforts intérieurs définies pour les poutres. On note

i ()] = [ (), Re,Te]

les éléments de réduction du torseur de cohésion et T (M, ) le vecteur contrainte en
un point M sur la section droite.
On a les relations suivantes :

=
Q
I

[SCT(M,ﬁ)da

=~
Q
I

[ GM AT (M, ) da
Sg

Interprétations :
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Cas des Poutres

Cas d’'une poutre - Vecteur contrainte sur une section droite
Reprenons la modélisation des efforts intérieurs définies pour les poutres. On note

i ()] = [ (), Re,Te]

les éléments de réduction du torseur de cohésion et T (M, ) le vecteur contrainte en
un point M sur la section droite.
On a les relations suivantes :

Rg = fT(M,ﬁ)da
Sg

—
Q
I

f GM AT (M, ) da
Sg

Interprétations :

@ Physique : df = T (M, 72) da représente la force de cohésion sur 1’élément de
surface d’aire da et de normale 7 (7 garde une direction constante).
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Contraintes dans une poutre

Cas d’'une poutre - Vecteur contrainte sur une section droite
Reprenons la modélisation des efforts intérieurs définies pour les poutres. On note

i ()] = [ (), Re,Te]

les éléments de réduction du torseur de cohésion et T (M, ) le vecteur contrainte en
un point M sur la section droite.
On a les relations suivantes :

Rg = fT(M,ﬁ)da
Sg

—
Q
I

f GM AT (M, ) da
Sg

Interprétations :

@ Physique : df = T (M, 72) da représente la force de cohésion sur 1’élément de
surface d’aire da et de normale 7 (7 garde une direction constante).

© Mathématique : T (M, 72) représente une densité surfacique de force.

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)
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Contraintes dans une poutre

Cas d’'une poutre - Vecteur contrainte sur une section droite
Reprenons la modélisation des efforts intérieurs définies pour les poutres. On note

i ()] = [ (), Re,Te]

les éléments de réduction du torseur de cohésion et T (M, ) le vecteur contrainte en
un point M sur la section droite.
On a les relations suivantes :

Rg = fT(M,ﬁ,)da
Sg

—
Q
I

f GM AT (M, ) da
Sg

Interprétations :

@ Physique : df = T (M, 72) da représente la force de cohésion sur 1’élément de
surface d’aire da et de normale 7 (7 garde une direction constante).

© Mathématique : T (M, 72) représente une densité surfacique de force.

© R et T'¢ apparaissent comme la résultante, en G, des actions locales de liaison
df (M) sur la section droite (aspect 1D).
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Composantes du vecteur contrainte

On note &z, &y, €; les vecteurs unitaires construis sur les directions Oz, Oy, Oz
associées & la section droite.
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Composantes du vecteur contrainte

On note &, &y, &; les vecteurs unitaires construis sur les directions Oz, Oy, Oz
associées & la section droite.

Le vecteur contrainte se décompose dans
la base (&, €y, &)

T (M,%:) = 028 + Tywly + Tz &z
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Composantes du vecteur contrainte

On note &, &y, &; les vecteurs unitaires construis sur les directions Oz, Oy, Oz
associées & la section droite.

Le vecteur contrainte se décompose dans
la base (&, €y, &)

T (M,%:) = 028 + Tywly + Tz &z

=on—+T
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Composantes du vecteur contrainte

On note &, &y, &; les vecteurs unitaires construis sur les directions Oz, Oy, Oz
associées & la section droite.

Le vecteur contrainte se décompose dans
la base (&, €y, &)

T (M,%:) = 028 + Tywly + Tz &z

=on—+T

ol

@ o = o, représente la contrainte normale (contrainte de traction)
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Composantes du vecteur contrainte

On note &, &y, &; les vecteurs unitaires construis sur les directions Oz, Oy, Oz
associées & la section droite.

ey

# Le vecteur contrainte se décompose dans
i"__! o la base (&g, &y, &)

T (M,&;) =0y + Ty €y + Tex:

=on—+T

ol
@ o = o, représente la contrainte normale (contrainte de traction)

® T = Ty €y + Tuw € Teprésente la contrainte tangentielle (contrainte de cisaillement)
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Exemple 1 - Traction simple sur une poutre droite
Cas particulier d’un état de contrainte dans une poutre généré par une traction
simple d’axe Oz
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Exemple 1 - Traction simple sur une poutre droite
Cas particulier d’un état de contrainte dans une poutre généré par une traction
simple d’axe Oz
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Exemple 1 - Traction simple sur une poutre droite

Cas particulier d’un état de contrainte dans une poutre généré par une traction
simple d’axe Oz

On pose alors

ou S désigne l'aire de la section droite.
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Exemple 1 - Traction simple sur une poutre droite

Cas particulier d’un état de contrainte dans une poutre généré par une traction
simple d’axe Oz

[0 (M)] =

(==
oo o
oo o

On pose alors

ou S désigne l'aire de la section droite.

Bilan :

@ Le vecteur contrainte est réduit a sa composante normale oz = o

ELASTICITE



Exemple 1 - Traction simple sur une poutre droite

Cas particulier d’un état de contrainte dans une poutre généré par une traction
simple d’axe Oz

o 0 0
[c(M)]=]0 0 O
0 0 0

On pose alors

ou S désigne l'aire de la section droite.

Bilan :
@ Le vecteur contrainte est réduit a sa composante normale oz = o

@ La contrainte o = F/§ est supposée uniformément répartie sur la section droite.

F. I 18) ELASTICITE



Exemple 2 - Flexion pure sur une poutre droite

Cas particulier d'un état de contrainte dans une poutre généré par une flexion pure

On suppose que les directions Oy et Oz sont paralléles aux axes principaux de la
section.

Mpg=-M

=l
=
[
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Exemple 2 - Flexion pure sur une poutre droite

Cas particulier d'un état de contrainte dans une poutre généré par une flexion pure.

On suppose que les directions Oy et Oz sont paralléles aux axes principaux de la
section.

Mpg=-M

Rg=0 etTg=M = Mye, + M.e.
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Exemple 2 - Flexion pure sur une poutre droite

Cas particulier d'un état de contrainte dans une poutre généré par une flexion pure.

On suppose que les directions Oy et Oz sont paralléles aux axes principaux de la
section.

Mpg=-M

o 0 0
[c(M)]=]0 0 O
0 0 0
My =
On a

Rg=0 etTg=M = Mye, + M.e.
On montre avec les hypothéses classique de la RdS (bernoulli) que
T(M,7) =0z (M)&

avec
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Exemple 3 - Cisaillement simple sur une poutre droite

Cas particulier d'un état de contrainte dans une poutre généré par un cisaillement
simple.
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Exemple 3 - Cisaillement simple sur une poutre droite

Cas particulier d'un état de contrainte dans une poutre généré par un cisaillement
simple.

On a
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Exemple 3 - Cisaillement simple sur une poutre droite

Cas particulier d'un état de contrainte dans une poutre généré par un cisaillement
simple.

o 7 7
[c(M)]=] 79« 0 O
Tz 0 0

On a

D’ot1 le vecteur contrainte

T

—_—

M,7)=7="Tyey + T

ELASTICITE




Forme particuliere du tenseur des contraintes pour les poutres

On note &, &y, &; les vecteurs unitaires construis sur les directions Oz, Oy, Oz
associées & la section droite.

Par raison de symétrie le tenseur des
contraintes s’écrit dans la base (&, gy, ;)

T(M:EI) T(Mréy} T(M?EZ)

T

Tzy Tzz
Tyz D 0
Tz 0 0
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Forme particuliere du tenseur des contraintes pour les poutres

On note &, &y, &; les vecteurs unitaires construis sur les directions Oz, Oy, Oz
associées & la section droite.

Par raison de symétrie le tenseur des
contraintes s’écrit dans la base (&, gy, ;)

T(M':T&} T(M:EU) T(M?EZ)

Tr Ty Tzz
Tyz 0 0
Tz 0 0
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Forme particuliere du tenseur des contraintes pour les poutres

On note &, &y, &; les vecteurs unitaires construis sur les directions Oz, Oy, Oz
associées & la section droite.

Par raison de symétrie le tenseur des
contraintes s’écrit dans la base (&, gy, ;)

T(M': T&} T(Mréy} T(M:EZ)

O Ty Taz
Tyz 0 0
Tz 0 0
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Forme particuliere du tenseur des contraintes pour les poutres

On note &, &y, &; les vecteurs unitaires construis sur les directions Oz, Oy, Oz
associées & la section droite.

Par raison de symétrie le tenseur des
contraintes s’écrit dans la base (&, gy, ;)

T(MIE’I) T(Mréy) T(M'JEZ)
Oz Ty Tz
Tyz 0 0
Tz 0 0

La symétrie de & impose donc l'existence de contraintes de cisaillement :
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Forme particuliere du tenseur des contraintes pour les poutres

On note &, &y, &; les vecteurs unitaires construis sur les directions Oz, Oy, Oz
associées & la section droite.

Par raison de symétrie le tenseur des
contraintes s’écrit dans la base (&, gy, ;)

T(MIE’I) T(Mréy) T(M'JEZ)
Oz Ty Tz
Tyz 0 0
Tz 0 0

La symétrie de & impose donc l'existence de contraintes de cisaillement :

@ sur la facette de normale g,

T(M: &y) = Ty
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Forme particuliere du tenseur des contraintes pour les poutres

On note &, &y, &; les vecteurs unitaires construis sur les directions Oz, Oy, Oz
associées & la section droite.

Par raison de symétrie le tenseur des
contraintes s’écrit dans la base (&, gy, ;)

T(MIE’I) T(Mréy) T(M'JEZ)
Oz Ty Tz
Tyz 0 0
Tz 0 0

La symétrie de & impose donc l'existence de contraintes de cisaillement :

@ sur la facette de normale g,

T(M: E'y) = Tzy€z
@ sur la facette de normale e,

T (M, Ez) = Tgz €z

Septembre 2011



Application au cisaillement dans une poutre

Examinons le cas d'une poutre
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Application au cisaillement dans une poutre

Examinons le cas d’une poutre soumise & un effort tranchant Vg :
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Application au cisaillement dans une poutre

Examinons le cas d’une poutre soumise & un effort tranchant Vg :

@ Cet effort tranchant se traduit localement (au point M) par I'existence d'une
contrainte de cisaillement sur la section droite

Tyz
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Application au cisaillement dans une poutre

Examinons le cas d’une poutre soumise & un effort tranchant Vg :

@ Cet effort tranchant se traduit localement (au point M) par I'existence d’une
contrainte de cisaillement sur la section droite

Tyz

© La propriété de symétrie du tenseur des contraintes nous assure de l'existence
d’'une contrainte tangentielle réciproque

Try = Tyz
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Equations d’équilibre dans une poutre

Equations d’équilibre dans une poutre

Question : Etant donnés les efforts extérieurs
(Fal, [F5], [F (s)]

peut on déterminer les efforts intérieurs

[x (s)] pour tout s € [0,]

[Fa] = [Ga,Ra.T4]

Gp
[F5] = [Gp, Rp,Tp] X\ Bz

La réponse est construite en 3 étapes.

F. PETITJEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011
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Cas des Poutres

Etape 1 : Vérification de 1’équilibre globale de la structure [F.] =0




Etape 1 : Vérification de 1’équilibre globale de la structure [F.] =0
Soit

!
ZForces:() = §A~|—§B—|—/f(s)=0
0
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Equations d’équilibre dans une poutre

Etape 1 : Vérification de 1’équilibre globale de la structure [F.] =0

Soit

!
ZForces:0 = §A+§B—|—/f(s):0
0

ZMomentszO = Ta+Tp+ | mac(s)ds

+OAANRA+OBARp=0

F. PETITIEAN (G

e Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011
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Etape 2 : Formulation de Iéquation d’équilibre

ELASTICITE




Cas des Poutres 1 17 é

Etape 2 : Formulation de I’équation d’équilibre

@ On applique le principe de la coupure pour introduire les efforts intérieurs.

(7 (s)]

[x (s)]
[x (s +ds)] - g

A

F. PETiTIEAN (Génie Mécanique) 5 Septembre 2011
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Cas des Poutres 1 17 é

Etape 2 : Formulation de I’équation d’équilibre

@ On applique le principe de la coupure pour introduire les efforts intérieurs.

(7 (s)]

o F ()]

AN

.-

) xe+ds)l R N

Tc/ \ o

© On écrit une équation différentielle en exprimant 1’équilibre statique d'un
élément de volume (tranche de longueur élémentaire ds).

Principe fondamentale de la statique statique :

ds
[x(s+dS)]—[x(5)]+/0 [F(s +7)] dr =0
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Cas des Poutres

A Tordre 1, I’élément de volume est suffisamment petit pour que I'on consideére
[F (s)] constant entre G et G’ :

ds
/ [F(s+7)]dr =~ [F(s)ds (vraialordre 1)
0
d’ou

[x (s + ds)] = [x ()] + [F (s)] ds = 0

F. PETITIEAN canique) ELASTICITE



Equations d’équilibre dans une poutre

Cas des Poutres

A Dordre 1, I’élément de volume est suffisamment petit pour que ’on considere

[F (s)] constant entre G et G’ :
ds
/ [F(s+7)]dr =~ [F(s)ds (vraialordre 1)
0

d’out
[x (s + ds)] = [x ()] + [F (s)] ds = 0

Par passage a la limite on obtient :

ISH
=
&
4
H.I
O
I
[en}
ISH
|
=
+
3
>
=

Septembre 2011
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F. PETITIEAN (Génie Mécanique)

82 / 250



Cas des Poutres

Etape 3 : Résolution du probléme d’équilibre




Cas des Poutres

Etape 3 : Résolution du probleme d’équilibre

@ On integre les équations différentielles
I ()47 )=0
%(s)+nA§(s)+m(s) ~0

F. PETITIEAN canique)
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Cas des Poutres

Equations d’équilibre dans une poutre

Etape 8 : Résolution du probleme d’équilibre

@ On integre les équations différentielles
)17 (5)=0
T _
%(S)MAR(S)JFWS) ~0
© On détermine les constantes d’intégration en utilisant les conditions limites.
Conditions limites : valeurs du torseur [x (s)] sur le contour 9 de

> pour s =0, [x (s)] = [Fa]

> pour s =1, [x(s)] = [F5]

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)
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) d’équilik d.

Exemple classique d’une poutre droite dans un repére cartésien (i.e.
s=u1x)

Chargement extérieur :

} (z) = fu'y

z)] =[G (z),f (z),m(z
[F(@)] =[C(2),f(z),m(z)] avec {m(z]zo

F. PETITIEAN (Génie Mécanique) Septembre 2011



Exemple classique d’une poutre droite dans un repére cartésien (i.e.

s=u1x)

Chargement extérieur :

[f(2)] = [G(2),f(z),m(z)] avee {;F(Ii):—fyey

Torseur des efforts intérieurs :

J’_
[x(z)] = [G(z),R,T] avec {f:CEI+H

(Génie Mécanigue)



Equations d’équilibre correspondantes :

dv,
dz
dM,

dz




Cas des Poutres

Equations d’équilibre correspondantes :

N
==
dc
-

Remarques :

)

0;

avy, .
de —fy’
M, 3
dv Va=

0

dv,
dz
dM,
dz

Equations d’équilibre dans une poutre

@ La notion de torseur de cohésion donne une information globale sur I’ensemble
de la section droite.

Septembre 2011
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CEERZGIIEEN Equations d’équilibre dans une poutre

Equations d’équilibre correspondantes :

aN avy, . av,

dx =0 dx = dx =0
dc dM, A B
E_O’ dz — V=0 dx+Vy_O

Remarques :

@ La notion de torseur de cohésion donne une information globale sur I’ensemble
de la section droite.

@ En mécanique des milieux continus (MMC) on se situe & 1’échelle d’une particule
(échelle mésoscopique*). Les efforts intérieurs sont représentés par la notion de
contrainte.

* L’échelle mésoscopique est une échelle intermédiaire entre ’échelle microscopique, qui
caractérise les atomes ou les molécules, et 1’échelle macroscopique de notre monde quotidien.
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ESS——————
Chapitre IT - Etude des contraintes

Objectifs :

1. Etudier les propriétés du tenseur des contraintes
2. Représentation de Mohr

3. Préciser le cas particulier des contraintes planes

4. Donner les principaux criteres limites d’élasticité

Sommaire

@ Directions et contraintes principales
© Représentation de Mohr
© Etats de contraintes remarquables

o Elasticité plane

G Criteres limites d’élasticité
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Directions et contraintes principales

Plan du chapitre

@ Directions et contraintes principales




Directions et contraintes principales REEIERTIS TS RACIIETIS

Changement de repere

On considére un milieu continu 2 et on s’intéresse aux propriétés du tenseur des
contraintes & (M) en un point M quelconque de

Soit [0y;] le matrice des composantes du tenseur & dans la base (&;).
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Directions et contraintes principales REEIERTIS TS RACIIETIS

Changement de repere

On considére un milieu continu 2 et on s’intéresse aux propriétés du tenseur des
contraintes & (M) en un point M quelconque de

Soit [0y;] le matrice des composantes du tenseur & dans la base (&;).

On consideére une deuxiéme base (€;) pour laquelle on connait la matrice de passage
[R] = [ay;] de (&) — (&)-

3

-/ — -/ —
€ = E Q8 avec oy = €. (13)
=1

la matrice [R] est appelée la matrice des cosinus directeur.
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Directions et contraintes principales REEIERTIS TS RACIIETIS

Changement de repere

On considére un milieu continu 2 et on s’intéresse aux propriétés du tenseur des
contraintes & (M) en un point M quelconque de

Soit [0y;] le matrice des composantes du tenseur & dans la base (&;).

On consideére une deuxiéme base (€;) pour laquelle on connait la matrice de passage
[R] = [ay;] de (&) — (&)-

3

-/ — -/ —
€ = E Q8 avec oy = €. (13)
Jj=1

la matrice [R] est appelée la matrice des cosinus directeur.

Remarque : la matrice [R] est orthogonale (matrice de rotation), c’est-a-dire qu’elle
vérifie

[R]™' =R
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Directions et contraintes principales REEIERTIS TS RACIIETIS

Changement de repere

On considére un milieu continu 2 et on s’intéresse aux propriétés du tenseur des
contraintes & (M) en un point M quelconque de

Soit [0y;] le matrice des composantes du tenseur & dans la base (&;).

On considere une deuxiéme base (€;) pour laquelle on connait la matrice de passage
[R] = [ovy] de (&) — (&)
3

-/ — -/ —
€ = E Q8 avec oy = €. (13)
Jj=1

la matrice [R] est appelée la matrice des cosinus directeur.

Remarque : la matrice [R] est orthogonale (matrice de rotation), c’est-a-dire qu’elle
vérifie

[R]™' =R

Probléme : Quelles sont les composantes de & dans la base (&;) ?
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Directions et contraintes principales REEIERTIS TS RACIIETIS

Changement de repere

On considére un milieu continu 2 et on s’intéresse aux propriétés du tenseur des
contraintes & (M) en un point M quelconque de

Soit [0y;] le matrice des composantes du tenseur & dans la base (&;).
On considere une deuxiéme base (€;) pour laquelle on connait la matrice de passage
[R] = [aig] de (&) — (&)

3

-/ — -/ —
€ = E Q8 avec oy = €. (13)
Jj=1

la matrice [R] est appelée la matrice des cosinus directeur.
Remarque : la matrice [R] est orthogonale (matrice de rotation), c’est-a-dire qu’elle
vérifie

[R]™' =R

Probléme : Quelles sont les composantes de & dans la base (&;) ?

Réponse : les composantes de & sont données par la matrice

| 0] = [R] [0] [R) | (14)
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Problématique
Soit
T(M,R) =0, +7

le vecteur contrainte point M sur une facette
quelconque de normale 7.

ELASTICITE




Problématique
Soit
T(M,R) =0, +7

le vecteur contrainte point M sur une facette
quelconque de normale 7.

Question :
Existe t-il, en ce point, une direction particuliére ng telle que le vecteur contrainte
sur cette facette soit colinéaire avec n, autrement dit telle que la composante

tangentielle soit nulle 7

ELASTICITE



: principales [N et

Problématique

(Mv ﬂ'_o) = onilo

Soit,

Sl

T(M,n)=0,n+T
le vecteur contrainte point M sur une facette

quelconque de normale 7.

Question :

Existe t-il, en ce point, une direction particuliére ng telle que le vecteur contrainte
sur cette facette soit colinéaire avec n, autrement dit telle que la composante
tangentielle soit nulle 7

Eléments de réponse :

On cherche la direction np telle que

T(M,ﬁ[)) =onmp
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: principales [N et

Problématique

(Mv ﬂ'_o) = onilo

Soit,

Sl

T(M,n)=0,n+T

le vecteur contrainte point M sur une facette
quelconque de normale 7.

Question :

Existe t-il, en ce point, une direction particuliére ng telle que le vecteur contrainte
sur cette facette soit colinéaire avec n, autrement dit telle que la composante
tangentielle soit nulle 7

Eléments de réponse :

On cherche la direction np telle que

T (M, 70) = onfio
La formule de Cauchy permet d’écrire

g (M) fip = onio

Alors 7 est une direction propre de & associée & la valeur propre oy,
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Résultat d’algebre

Propriété

Le tenseur de Cauchy & étant symétrique, Il posséde 3 valeurs propres réelles
(distinctes ou confondues) o1,02,03 et 3 directions propres Oz, Oz, Ox3.

Il est donc toujours possible de définir une base orthonormée propres (€1, €2, €3)
construit sur les directions propres Oz, Oxa, Ox3.

(Génie Mécanigue)
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Résultat d’algebre

Propriété

Le tenseur de Cauchy & étant symétrique, Il posséde 3 valeurs propres réelles
(distinctes ou confondues) o1,02,03 et 3 directions propres Oz, Oz, Ox3.

Il est donc toujours possible de définir une base orthonormée propres (€1, €2, €3)
construit sur les directions propres Oz, Oxa, Ox3.

Définition
@ Les contraintes o1, 02,03 sont appelées les contraintes principales.

© Les directions propres sont les directions principales (des contraintes).

[ €3
a3

-

(Génie Mécanigue)
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IDJETelA e} (I A cTe} sk 53 A 3B b eTeiiLALEI Directions et contraintes principales

Remarques

@ Sur chacune des facettes orientées selon une direction principale, le vecteur
contrainte vaut

T(M,éi)ZUiEi, 1 =1,2,3

Autrement dit, 7 (M, e;) est purement normal (pas de cisaillement) et sa norme
est égale a la contrainte principale associée o;.
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IDJETII ST ER AT SN ER PN S PTSEAEM Directions et contraintes principales

Remarques

@ Sur chacune des facettes orientées selon une direction principale, le vecteur
contrainte vaut

T(M,éi):UiEi, 1 =1,2,3
Autrement dit, 7 (M, e;) est purement normal (pas de cisaillement) et sa norme
est égale a la contrainte principale associée o;.

@ Les 6 composantes indépendantes du tenseur (6 ddl) correspondent & :

> 3 parametres d’orientation (les directions principales)

> 3 parametres d’intensité (les contraintes principales)
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Directions et contraintes principales

Calcul des contraintes principales

Dans la base (e;) orientée selon les directions principales, les composantes de &
forment une matrice diagonale :

g1 0 0
[0]ey=10 o2 O
0 0 g3

anique) ELASTICITE



Directions et contraintes principales

Calcul des contraintes principales

Dans la base (&;) orientée selon les directions principales, les composantes de &
forment une matrice diagonale :

01 0 0
[0]ey=10 o2 O
0 0 g3

Les contraintes principales o1, 02, 03 sont les racines du polynémes caractéristiques :

det ([o] = A[I]) = =X* + LN* — LA+ I3

ou [1, I, I3 sont les invariants principaux de [o]

L =tr{o] =01+ 02+ 03

B = 4 [(trlo)? — tr (io])]

I3 = det [o]
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Représentation de Mohr

Plan du chapitre

© Représentation de Mohr




Plan de Mohr

On se place en un pont M fixe de et on suppose que I'on connait & (M) par ses
composantes o dans une base quelconque.

Dans la représentation de Mohr on s’intéresse fondamentalement aux composantes du
vecteur contrainte

T(M,n) =oni+7
lorsque la facette tourne autour de M.

On peut définir dans le plan (7, T (M, 7)) un vecteur unitaire  orthogonal & 7 ; son
orientation est arbitraire.

Représentation de la facette dans 'espace
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Plan de Mohr

On se place en un pont M fixe de et on suppose que I'on connait & (M) par ses
composantes o dans une base quelconque.

Dans la représentation de Mohr on s’intéresse fondamentalement aux composantes du
vecteur contrainte

T(M,n) =oni+7
lorsque la facette tourne autour de M.

On peut définir dans le plan (7, T (M, 7)) un vecteur unitaire  orthogonal & 7 ; son
orientation est arbitraire.

Représentation de la facette dans ’espace Représentation dans le plan (M, 7, )

tourne.
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Représentation de Mohr [ESIERIRNGERY (Y83

L’orientation de I'axe M7 étant choisie on peut définir le scalaire 7 = M7 tel que
T=7t

Pour chaque orientation de la facette, on peut donc déterminer les composantes o, 7

de T (n) dans le repére de la facette :

T (n) =on+71t
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Représentation de Mohr REIERIRE MY 6):83

L’orientation de I'axe M7 étant choisie on peut définir le scalaire 7 = M7 tel que
T=7t

Pour chaque orientation de la facette, on peut donc déterminer les composantes o, 7
de T (7n) dans le repére de la facette :

T(n)=on+7t
Définition
La représentation de Mohr consiste & tracer lextrémité du vecteur contrainte T ()

dans un plan virtuel auziliaire, lié a la facette, et défini par les axes orthogonauz Oo
et OT tels que (Oa7 OT) = +m/2. Ce plan est appelé le plan de Mohr.

T
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Représentation de Mohr REIERIRE MY 6):83

L’orientation de I'axe M7 étant choisie on peut définir le scalaire 7 = M7 tel que
T=7t

Pour chaque orientation de la facette, on peut donc déterminer les composantes o, 7
de T (7n) dans le repére de la facette :

T(n)=on+7t
Définition
La représentation de Mohr consiste & tracer lextrémité du vecteur contrainte T ()

dans un plan virtuel auziliaire, lié a la facette, et défini par les axes orthogonauz Oo
et OT tels que (Oa7 OT) = +m/2. Ce plan est appelé le plan de Mohr.

T, o
E Pour chaque vecteur T (7)) on reporte les
composantes (o, 7) dans le plan de Mohr.

Le point
T =(o,7)

o

o) T o représente dans le plan Pextrémité du
! vecteur contrainte T (7).

Tle--=------ T = (o,71)
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(LU ER LG T Plan de Mohr

Différentes représentations du vecteur contrainte
T(M,n) =oni+7

lorsque la facette tourne autour de M
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ntation de Plan de Mohr

Différentes représentations du vecteur contrainte
T(M,n) =oni+7
lorsque la facette tourne autour de M

Représentation de la
facette dans l'espace
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Différentes représentations du vecteur contrainte
T(M,n) =oni+7
lorsque la facette tourne autour de M

Représentation de la
facette dans l'espace

On définit dans le plan
(n, T (M,n)) le vecteur
unitaire ¢ orthogonal & 7
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Différentes représentations du vecteur contrainte
T(M,n) =oni+7
lorsque la facette tourne autour de M

Représentation de la Représentation dans le
facette dans I'espace plan (@, )

On définit dans le plan
(7, T (M, n)) le vecteur
unitaire ¢ orthogonal & 7
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Différentes représentations du vecteur contrainte

T(M,n) =oni+7

lorsque la facette tourne autour de M

Représentation de la
facette dans l'espace

Représentation dans le
plan (7, t)

On définit dans le plan
(7, T (M, n)) le vecteur
unitaire ¢ orthogonal & 7

Cénie Mécanigue)

On choisi 'orientation du
vecteur ¢ de sorte de
pouvoir définir 7 = 7¢

Septembre 2011
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Différentes représentations du vecteur contrainte

T(M,n) =oni+7

lorsque la facette tourne autour de M

Représentation de la
facette dans l'espace

Représentation dans le
plan (7, t)

Plan de Mohr (Oo, OT)

On définit dans le plan
(7, T (M, n)) le vecteur
unitaire ¢ orthogonal & 7

Cénie Mécanigue)

On choisi 'orientation du
vecteur ¢ de sorte de
pouvoir définir 7 = 7¢

T

Pour chaque orientation
de = on place le point
T = (o, 7) dans le plan

de Mohr.

Septembre 2011 o8 / 250



Cercles de Mohr

Objectif : On cherche & tracer, dans le plan de Mohr, I'extrémité du vecteur
contrainte lorsque @ varie (i.e. lorsque la facette tourne autour de M).

ELASTICITE




Cercles de Mohr

Objectif : On cherche & tracer, dans le plan de Mohr, I'extrémité du vecteur
contrainte lorsque 7 varie (i.e. lorsque la facette tourne autour de M).

Principe : Le tenseur des contraintes & ne dépendant pas de de l'orientation de la
facette, on va chercher & exprimer o, 7 en fonction des composantes de & dans le
repére principal.

Génie Mécanique) 5 Septembre 2011 a7 / 250



Cercles de Mohr

Objectif : On cherche & tracer, dans le plan de Mohr, I'extrémité du vecteur
contrainte lorsque 7 varie (i.e. lorsque la facette tourne autour de M).

Principe : Le tenseur des contraintes & ne dépendant pas de de l'orientation de la
facette, on va chercher & exprimer o, 7 en fonction des composantes de & dans le
repére principal.

Etape 1 - On se place dans le repére (e, ez, e3) dirigé suivant les directions
principales de 7 :

o) e =
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ntation de Mohr

Cercles de Mohr

Objectif : On cherche & tracer, dans le plan de Mohr, I'extrémité du vecteur
contrainte lorsque 7 varie (i.e. lorsque la facette tourne autour de M).

Principe : Le tenseur des contraintes & ne dépendant pas de de l'orientation de la
facette, on va chercher & exprimer o, 7 en fonction des composantes de & dans le
repére principal.

Etape 1 - On se place dans le repére (e, ez, e3) dirigé suivant les directions
principales de 7 :

or 0 0
[a](%) =10 o2 0
0 0 o3
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ntation de Mohr

Cercles de Mohr

Objectif : On cherche & tracer, dans le plan de Mohr, I'extrémité du vecteur
contrainte lorsque 7 varie (i.e. lorsque la facette tourne autour de M).

Principe : Le tenseur des contraintes & ne dépendant pas de de l'orientation de la
facette, on va chercher & exprimer o, 7 en fonction des composantes de & dans le
repére principal.

Etape 1 - On se place dans le repére (e, ez, e3) dirigé suivant les directions
principales de 7 :

or 0 0
[U](E,) =10 o2 0
0 0 o3

Dans un premier temps, on se limite aux facettes
paralléles & la direction Ox3 :

7 appartient au plan (Mzi23).

Cela correspond aux rotations de la facette autour
de I'axe Muma.

On note # 'angle entre &; et 7 :

0 = (e, n)
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Etape 2 - On oriente le vecteur £ (vecteur unitaire dans le plan (T(#@), %), normal &
n) de tel sorte que
le triedre (7,7, e3) soit direct

ELASTICITE




Etape 2 - On oriente le vecteur £ (vecteur unitaire dans le plan (T(#@), %), normal &

n) de tel sorte que
le triedre (7,7, e3) soit direct

mll
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ntation de

Remarque :

La possibilité de choisir une orientation pour le vecteur ¢ (avec le choix du triedre
(7, t, e3) direct) permet de définir le signe pour la contrainte tangentielle T, avec

T =Tt.

cisaillement positif cisaillement négatif
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tation de Mohr

Etape 3 -

On a d’une part la relation vectorielle




Représentation de Mohr OIS EENCIENYiLe) 3

Etape 3 -

On a d’une part la relation vectorielle

T(n)=on+r7t
D’autre part, on a la relation de Cauchy
T (n) =aon

soit, en terme de composantes dans repére principale (€1, €2, €3),

oo 0 O cos 0 o1 cosf
{T(n)} = 0] (e, e0,e9) {n}=10 o2 0 sinf » = ¢ oosinf
0 0 o3 0 0

Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011
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Représentation de Mohr OIS EENCIENYiLe) 3

Etape 3 -

On a d’une part la relation vectorielle
T()=on+r7t
D’autre part, on a la relation de Cauchy

T (n) =aon

soit, en terme de composantes dans repére principale (€1, €2, €3),

oo 0 O cos 0 o1 cosf
{T(n)} = 0] (e, e0,e9) {n}=10 o2 0 sinf » = ¢ oosinf
0 0 o3 0 0

autrement dit

T(ﬁ) = o1 cos 0e; + oo sin ey

F. PETITJEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011
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Représentation de Mohr

Pour égaler les 2 expressions de T (72), on projette I’équation (16) dans le repere de la
facette (7, t)

On a
€1 = cosfn — sin 0t

€ = sin 07 + cos 0t

x1




JRES LRI AT NS Tel i Vil sbll Cercles de Mohr

Pour égaler les 2 expressions de T (72), on projette I’équation (16) dans le repere de la
facette (7, t)

On a
€1 = cosOn — sin 0t

€ = sin 07 + cos 0t

d’ol1, en remplagant €, é; dans (16),

T (n) = (01 cos? 0 + oo sin? 9) n M n

+ (—o1cosfsinf + o2 cosOsinf) ¢
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JRES LRI AT NS Tel i Vil sbll Cercles de Mohr

Pour égaler les 2 expressions de T (72), on projette I’équation (16) dans le repere de la
facette (7, t)
On a

€1 = cosOn — sin 0t

€ = sin0n + cos 0t

d’ol1, en remplagant €, é; dans (16),

T (n) = (01 cos? 0 + oo sin? 9) n M n
+ (—o1cosfsinf + o2 cosOsinf) ¢
On obtient par identification les relations
o= 01c0820 + gasin> 0 (17a)
T = —0y1cosfsinf + o2 cosfsin (17b)
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RIS FLEITAEN ST W WY L8l Cercles de Mohr

Etape 4 - Transformation trigonométrique

On peut exprimer o (0),7 (6) en fonction de I'angle double 6); = —26 en utilisant les
formules trigonométriques

2cosfsinf = sin 20, 2cos”> 6 = 1 + cos 26, 2sin® 6 = 1 — cos 260
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3T IR VEe) il Cercles de Mohr

Etape 4 - Transformation trigonométrique

On peut exprimer o (0),7 (6) en fonction de I'angle double 6); = —26 en utilisant les
formules trigonométriques

2cosfsinf = sin 20, 2cos”> 6 = 1 + cos 26, 2sin® 6 = 1 — cos 260

On obtient ainsi

c=2t —502 + 3 502 cos (—20) (18a)

I 92 gin (—26) (18b)

F. PETITJEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011 102 / 250



Représentation de Mohr OIS EENCIENYiLe) 3

Etape 4 - Transformation trigonométrique

On peut exprimer o (0),7 (6) en fonction de I'angle double 6); = —26 en utilisant les
formules trigonométriques

2cosfsinf = sin 20, 2cos”> 6 = 1 + cos 26, 2sin® 6 = 1 — cos 260

On obtient ainsi

o=2 too + %2 0 (—20) (18a)
2 2
T = % sin (—20) (18b)
On reconnait la description paramétrique en 6y = —26 d’un cercle de centre

Oum = (d,0) et de rayon R :
oc=d+ RcosOy
7=0+ RsinfOy

avec

o1+ 02 o1 — o2
d—i2 etR—i2
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Représentation de Mohr

Bilan

Cercles de Mohr

Lorsque la facette tourne d’un angle 0 autour de la direction de la contrainte
principale o3, Uextrémité du vecteur contrainte (point T ) tourne sur le cercle de
Mohr d’un angle 6, = —20 (angle double et opposé).

O est l’angle entre l'aze Oo et le rayon-vecteur On T'.

T(R)=on+T1

T2

|

t

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)

ELASTICITE

T )

oc=d+ Rcos(0m)
7=0+ Rsin (0u)
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Points remarquables sur le cercle

Q@ pourfd=0,onaby=0,0=0c1et7=0

|

n Th(ﬁ] On T\ o1
M ‘o1 T 0 o
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Points remarquables sur le cercle
Q@ pourfd=0,onaby=0,0=0c1et7=0

© pour § =w/2,onaly=-m,o=c2et7T=0
ce qui correspond aux 2 facettes dirigées selon les directions principales 1 et 2.

I
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TR NG ER N T Points remarquables

Points remarquables sur le cercle

Q@ pourfd=0,onaby=0,0=0c1et7=0

© pour § =w/2,onaly=-m,o=c2et7T=0
ce qui correspond aux 2 facettes dirigées selon les directions principales 1 et 2.
© pourf=n/4,onalby=-7/2 0= % (o1 + 02) et T = Tmaz (dans le plan
(&1, &))
T2, T,
7 n,
a
T
~ 8 = —
AN 4
M \\ ;1
T (n)
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Propriétés déduites du cercle de Mohr

Propriété 1 : Symétrie par rapport a 'axe Oco

Sur 2 facettes symétrigues par rapport auz directions principales s’ezercent des
contraintes normales €gales et des contraintes tangentielles opposées.

T2y T
i
T -
. T(w)
.-
M, | —0 .r’ il
a

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)
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Propriétés déduites du cercle de Mohr

Propriété 1 : Symétrie par rapport a 'axe Oco

Sur 2 facettes symétrigues par rapport auz directions principales s’ezercent des
contraintes normales €gales et des contraintes tangentielles opposées.

T2, Ty
t
o
a' _
v T (n
, N\ T®
M —7.> 1
-7 T(n)

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)
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Propriétés déduites du cercle de Mohr

Propriété 2 : Symétrie par rapport au centre Opy J

Sur 2 facettes orthogonales s’exercent des contraintes tangentielles opposées.
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Propriétés déduites du cercle de Mohr

Propriété 2 : Symétrie par rapport au centre Opy

Sur 2 facettes orthogonales s’exercent des contraintes tangentielles opposées.

Septembre 2011
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Tricercle de Mohr

Idée :

En suivant le méme raisonnement on peut construire deux autres cercles de Mohr
représentant 'extrémité du vecteur contrainte lorsque la facette tourne autour des
deux autres directions principales.

On suppose que les contraintes principales sont ordonnées telles que o1 > 02 > 03 et
que le triedre associé aux directions principales 1,2, 3 est direct.

T

o3

Septembre 2011 107 / 250



IR LTINS WS VL) bl Tricercle de Mohr

Tricercle de Mohr

Idée :

En suivant le méme raisonnement on peut construire deux autres cercles de Mohr
représentant 'extrémité du vecteur contrainte lorsque la facette tourne autour des
deux autres directions principales.

On suppose que les contraintes principales sont ordonnées telles que o1 > o2 > o3 et
que le triedre associé aux directions principales 1,2, 3 est direct.

-
Théoreme

Pour toute facette, lextrémité T = (o, T) :

du vecteur contrainte appartient a l’espace o3 o, o

du plan de Mohr compris entre le grand 0 o o

cercle de Mohr et les 2 cercles plus petits.
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Tricercle de Mohr




Représentation de Mohr MBS ER WY )43

Tricercle de Mohr

Corrolaire 1

La contrainte normale maximale (respect.
minimale) est égale & o1 (respect. o3) ; elle
s’exerce sur la facette normale a la direction
principale 1. (respect. 8). L’expression générale
est

Omaz = 1211(:7‘255’3 (Ol) (19)

Septembre 2011
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IR LTINS WS VL) bl Tricercle de Mohr

Tricercle de Mohr

Corrolaire 1

La contrainte normale maximale (respect.
minimale) est égale a o1 (respect. o3); elle
s’exerce sur la facette normale a la direction

principale 1. (respect. 8). L’expression générale T
est
Omar = 1211?'2733 (al) (19)

Corrolaire 2

La contrainte tangentielle mazimale (en valeur
absolue) est égale a |01 — o3| /2 (rayon du grand
cercle de Mohr); elle s’exerce sur les facettes
paralléles a la direction principale 2 et inclinée a
+7/4 sur les directions principales 1 et 3. On
peut écrire

Tmaz = 3maz |o; — oy (20)
i5=1,2,3
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Etats de contraintes remarquables

Plan du chapitre

© Etats de contraintes remarquables
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Etat de contrainte uniaxial

Deéfinition

Soit (&) une base orthonormée. On appelle tenseur des contraintes uniazial dans la

direction € et d’intensité o, le tenseur & tel que ses composantes dans la base (&;)
soient

€3

o), =

o o9
o oo
o oo
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L EELRS S EL TR S B LT A Etat de contrainte uniaxial

Etat de contrainte uniaxial

Définition
Soit (&) une base orthonormée. On appelle tenseur des contraintes uniazial dans la

direction € et d’intensité o, le tenseur & tel que ses composantes dans la base (&;)
soient

o), =

o o9

o oo

o oo
1

autrement dit, tel que =
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Etat de contrainte uniaxial

Définition
Soit (&) une base orthonormée. On appelle tenseur des contraintes uniazial dans la

direction € et d’intensité o, le tenseur & tel que ses composantes dans la base (&;)
soient

€3

oo
oo

o), =

o o9

autrement dit, tel que

T(e1)=océer, T (e2) =T (es) =0

Conséquence : les directions Oz, Oz, Oz sont les 3 directions principales associées
respectivement aux contraintes principales o1 = o, 02 = g3 = 0.
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Etat de contrainte uniaxial

Définition
Soit (&) une base orthonormée. On appelle tenseur des contraintes uniazial dans la

direction € et d’intensité o, le tenseur & tel que ses composantes dans la base (&;)
soient

oo
oo

o), =

o o9

autrement dit, tel que

T(e1)=océer, T (e2) =T (es) =0

4

Conséquence : les directions Oz, Oz, Oz sont les 3 directions principales associées
respectivement aux contraintes principales o1 = o, 02 = g3 = 0.

Exemple : c¢’est 'état de contrainte que 1'on observe dans un barreau cylindrique
d’axe Oz soumis a une traction uniforme.

F

Ty

|
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Etats de contraintes remarquables EEDIERING I3 LNt IS FES ST |

Cercles de Mohr pour un état de contrainte uniaxial

Il n’y a qu’un cercle de Mohr correspondant a I’état de contrainte uniaxial

T

S
Il
o © Q9
coo
coo
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CRLLI A AR S LV Y Etat de contrainte uniaxial

La contrainte tangentielle maximale Tna > 0 vaut

o1
Tnes =5

et l'orientation de la facette correspondante est donnée par 'angle 6 = (7, &)

9M=g

Septembre 2011
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de contrain: LCUEIEE BEtat de contrainte uniaxial

Représentation du vecteur contrainte T (7) = of + 7¢ dans le repere (€1, €2), ainsi
que le point T = (o, 7) dans le plan de Mohr, lorsque la facette tourne autour de
I’axe Oxz d’un angle 6

T2

z1
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PSRN PRLLT A SS LT EER S VLIRS Etat de contrainte uniaxial

Représentation du vecteur contrainte T (7)) = o7 + 7t dans le repére (&, €2), ainsi
que le point T = (o, 7) dans le plan de Mohr, lorsque la facette tourne autour de
I'axe Ozz d'un angle 8

6=0
™, -
i)
T(n)=o0n
M _ (n) = o Ou |
n s 0 j T oo
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PSRN PRLLT A SS LT EER S VLIRS Etat de contrainte uniaxial

Représentation du vecteur contrainte T (7)) = o7 + 7t dans le repére (&, €2), ainsi
que le point T = (o, 7) dans le plan de Mohr, lorsque la facette tourne autour de
I'axe Ozz d'un angle 8
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Etats de contraintes remarquables

Etat de contrainte uniaxial

Représentation du vecteur contrainte T (7)) = o7 + 7t dans le repére (&, €2), ainsi

que le point T = (o, 7) dans le plan de Mohr, lorsque la facette tourne autour de
I'axe Ozz d'un angle 8

3
S

Cénie Mécanigue)
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marquables

Etat de contrainte biaxial (ou plan)
Définition

Soit (&) une base orthonormée. On appelle tenseur plan (relativement au plan
Ozy13) le tenseur & tel que ses composantes dans la base (&;) soient

oin o1z 0
[oley) = |02 o022 O
0 0

autrement dit, tel que

T(e)=0

ELASTICITE
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Etat de contrainte biaxial (ou plan)

Définition
Soit (&) une base orthonormée. On appelle tenseur plan (relativement au plan
Oz 1) le tenseur & tel que ses composantes dans la base (&;) soient

€3
onn o2 0 az
_ = -
[J](e‘.) o1 o2 0 Uzlﬁ“
0 0 >
&% o0

autrement dit, tel que

T(E3) =0

Conséquence : la directions Oz3 est une direction principale associées & la
contrainte principale 0. Les 2 autres directions principales sont nécessairement dans
le plan Oz s.
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Etat de contrainte biaxial (ou plan)

Définition
Soit (&) une base orthonormée. On appelle tenseur plan (relativement au plan
Ozy13) le tenseur & tel que ses composantes dans la base (&;) soient

€3
o1n o2 0 -
[“7](5‘.) =|o21 o2 0 amﬁ:_*
0 0 i V =,
autrement dit, tel que €1, on

T(E3) =0

Conséquence : la directions Oz3 est une direction principale associées & la
contrainte principale 0. Les 2 autres directions principales sont nécessairement dans
le plan Oz s.
Exemple : Tenseur des contraintes en un point d'une surface
libre, c’est & dire un point M € 8% tel que F° (M) = 0.
On a en effet
T(M,a)=6(M)a=0

Le tenseur & (M) est plan relativement au plan tangent en M &

(Génie Mécanigue) Septembre 2011 114 / 250



de contraintes remarquables

Cercles de Mohr pour un état de contrainte biaxial

On considere ’état de contrainte biaxial donné dans le repere des directions
principales par

o1 0 0
[o]ey=10 o2 O
0 0 O

F. PETITJE ique ELASTICITE
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Cercles de Mohr pour un état de contrainte biaxial

On considere ’état de contrainte biaxial donné dans le repere des directions
principales par

o1 0 0
[o]ey=10 o2 O
0 0 O

On distingue 3 situations selon le signe des contraintes principales :

0<0’2<0’1, 0'2<0<0'1, o2 <01 <0

nie Mécanique) Septembre 2011
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de contrain: EICREIIEE Etat de contrainte biaxial

Pour chacune des situations on peut tracer les cercles de Mohr et calculer la valeur de
la contrainte tangentielle maximale 7,4z -

Ty
Cercles de Mohr pour les 3
situations :
Q 0<oy<or g3 o2 o1
[0) [
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Etats de contrain’ EVLIEIEEE Etat de contrainte biaxial

Pour chacune des situations on peut tracer les cercles de Mohr et calculer la valeur de
la contrainte tangentielle maximale 7,4z -

Ty
Cercles de Mohr pour les 3
situations :
Q 0<oy<or g2 g3 %1
0 o
Q o2<0<o;
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Etats de contrain’ EVLIEIEEE Etat de contrainte biaxial

Pour chacune des situations on peut tracer les cercles de Mohr et calculer la valeur de

la contrainte tangentielle maximale 7,4z -

Cercles de Mohr pour les 3

situations :
g2 g1

T

03

Q 0<o2<o01

Q 02<0<o01

Q o2<01<0

Septembre 2011
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Pour chacune des situations on peut tracer les cercles de Mohr et calculer la valeur de
la contrainte tangentielle maximale 7,4z -

Ty
T’Iﬂﬂn’l)
Cercles de Mohr pour les 3
situations :
Q 0<o2<o01
[0) [
Q 02<0<o01
Q o2<01<0

Valeur de la contrainte tangentielle maximale 7,4, pour les 3 cas :

O Cas 1: Tymer = 01/2;
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Pour chacune des situations on peut tracer les cercles de Mohr et calculer la valeur de
la contrainte tangentielle maximale 7,4z -

T

Cercles de Mohr pour les 3
situations :

Q 0<o2<o01

Q 02<0< 0
Q o2<01<0

Valeur de la contrainte tangentielle maximale 7,4, pour les 3 cas :

Q@ Cas 1: Ty = 01/2;
Q Cas 2 : Times = (01 — 02) /2;
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Etats de contraintes remarquables ROIENINCIENCIILN3ERE AN S ERSES

Pour chacune des situations on peut tracer les cercles de Mohr et calculer la valeur de

la contrainte tangentielle maximale 7,4z -

Cercles de Mohr pour les 3
situations :

Q 0<o2<o01

Tmaz

03

Q 02<0<o01
Q o2<01<0

Valeur de la contrainte tangentielle maximale 7,4, pour les 3 cas :

Q@ Cas 1: Ty = 01/2;
Q Cas 2 : Times = (01 — 02) /2;

@ Cas 3 : Tmer = —02/2

Septembre 2011
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marquables

Etat plan de cisaillement ou scission simple

Deéfinition

Soit (&) une base orthonormée. On appelle tenseur de cisaillement par rapport aux
deux directions r1 et 12 le tenseur o tel que ses composantes dans la base (E,) soient

€3

(= =T |
o oo

0
@) = |
0

ml

ELASTICITE
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Etat plan de cisaillement ou scission simple

Définition
Soit (&) une base orthonormée. On appelle tenseur de cisaillement par rapport auz
deux directions r1 et 12 le tenseur o tel que ses composantes dans la base (E,) soient

€3

ml

Conséquence : Les contraintes principales et les directions principales (dans la base
(&)) sont :

o1=7,02=—T,03=0

1 1 0
1 1
m ,mp=—=4q¢—13 n3=<0

=—4¢1 =
v2 |o V2 ] o 1
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de contraintes remarquables

Cercles de Mohr pour un état de cisaillement

Les valeurs propres sont 01 = 7, 02 = —7, 03 = 0, d’ou le tricercle de Mohr
T
Tmaz
T 0 0
[)=10 —7 0 T T
0 0 O o) o
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marquables

Etat de contrainte triaxial sphérique
Définition
On appelle tenseur des contraintes sphérique le tenseur & de la forme

e3|P
~ — 0 0
g=-pl ouls]={0 —-p O o
0 0 —-p _%2

quelque soit la base. On a donc pour tout vecteur n

T (7) = —ph

ELASTICITE
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Etat de contrainte triaxial sphérique
Définition

On appelle tenseur des contraintes sphérigue le tenseur d de la forme

g P
~ —p 0 0
g=-pl ouls]={0 —-p O o
0 0 —p A A

quelque soit la base. On a donc pour tout vecteur n

T (7) = —ph

Conséquence :

Toute direction est direction principale associée 4 la contrainte principale —p. Si p
est positif il s’agit d'une compression (le scalaire p représente la pression), si p est
négatif il s’agit d’une traction.
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Etat de contrainte triaxial sphérique
Définition

On appelle tenseur des contraintes sphérigue le tenseur d de la forme

g P
~ —p 0 0
g=-pl ouls]={0 —-p O o
0 0 —p A A

quelque soit la base. On a donc pour tout vecteur n

T (7) = —ph

Conséquence :

Toute direction est direction principale associée 4 la contrainte principale —p. Si p
est positif il s’agit d'une compression (le scalaire p représente la pression), si p est
négatif il s’agit d’une traction.

Exemple :

Tout solide 2 soumis & un chargement de la forme

F°(M)=—pn pour tout M € 8Q

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)



de contraintes remarquables

Cercles de Mohr pour un état de contrainte sphérique

Pour un état de contrainte sphérique

-p 0 0
[el=10 —-p 0
0 0 -—p

les 3 cercles de Mohr sont réduits au point O, centre du repere.

T
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Elasticité plane

Plan du chapitre

@ Elasticité plane




cité plane

Définition d’un champ de contrainte plane

On considere une base (&;, &, .) et un solide Q € R?.

Définition

Le champ de contrainte 6 (M), M € Q est dit plan, parallélement a (Ozy) si




INEEISISITRIESM Champ de contrainte plane

Définition d’un champ de contrainte plane

On considere une base (&;, &, .) et un solide Q € R?.

Définition
Le champ de contrainte 6 (M), M € Q est dit plan, parallélement a (Ozy) si

o 7 (M) est indépendant de la coordonnée z ;
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Définition d’un champ de contrainte plane

On considere une base (&;, &, .) et un solide Q € R?.

Définition

Le champ de contrainte 6 (M), M € Q est dit plan, parallélement a (Ozy) si
o 7 (M) est indépendant de la coordonnée z ;
@ G (M) est un tenseur plan, relativement au plan (Ozy) c’est a dire si

Ozz  Oxy 0

[0)(ey.20..) = [Oe Ty O
(e 2) 0 0 0

F. PETITJEAN Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011 122 / 250



Probléme tridimensionnel de contrainte plane

On considére le probléme d’équilibre suivant :

Soit un solide Q2 de forme cylindrique, paralléle & (Ozy), d’épaisseur k, soumis aux
chargements suivants :

ELASTICITE




Probléme tridimensionnel de contrainte plane

On considére le probléme d’équilibre suivant :

Soit un solide Q2 de forme cylindrique, paralléle & (Ozy), d’épaisseur k, soumis aux
chargements suivants :

e les forces volumiques f sont paralléles (Ozy) est
indépendantes de z;
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Probléme tridimensionnel de contrainte plane

On considére le probléme d’équilibre suivant :
Soit un solide Q2 de forme cylindrique, paralléle & (Ozy), d’épaisseur k, soumis aux
chargements suivants :

e les forces volumiques f sont paralléles (Ozy) est

indépendantes de z;

@ les surfaces Sp et Sy sont libre de contrainte;
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Probléme tridimensionnel de contrainte plane

On considére le probléme d’équilibre suivant :
Soit un solide Q2 de forme cylindrique, paralléle & (Ozy), d’épaisseur k, soumis aux
chargements suivants :

e les forces volumiques f sont paralléles (Ozy) est
indépendantes de z;

o les surfaces Sp et S sont libre de contrainte;

@ les forces de contour sur la surface latérale sont
paralléle & (Ozy) est indépendantes de z :

F° (M) =Fz(z,y) &+ Fy (z,y)éy

énie Mécanique)
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Probléme tridimensionnel de contrainte plane

On considére le probléme d’équilibre suivant :
Soit un solide Q de forme cylindrique, paralléle & (Oxy), d’épaisseur h, soumis aux
chargements suivants :

o les forces volumiques f sont paralléles & (Ozy) est
indépendantes de z;

o les surfaces Sp et S sont libre de contrainte;

@ les forces de contour sur la surface latérale sont
paralléle & (Ozy) est indépendantes de z :

F (M) =Fs(z,y) &+ Fy(z,9) &

Probléme : le champ de contrainte solution de ce probleme d’élasticité n’est en
général pas plan.

énie Mécanique)
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Probléme tridimensionnel de contrainte plane
On a cependant le résultat suivant :

Propriété

Lorsque U'épaisseur h est faible devant So, ce probléme peut étre ramené a l’étude
d’un probléme plan.

Cette simplification est appelée l'approrimation des tranches minces.

ELASTICITE



Probléme tridimensionnel de contrainte plane
On a cependant le résultat suivant :

Propriété

Lorsque U'épaisseur h est faible devant So, ce probléme peut étre ramené a l’étude
d’un probléme plan.

Cette simplification est appelée l'approrimation des tranches minces.

Représentation des contraintes sur un élément de surface dSy

sur Sp
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Probléme tridimensionnel de contrainte plane
On a cependant le résultat suivant :

Propriété

Lorsque U'épaisseur h est faible devant So, ce probléme peut étre ramené a l’étude
d’un probléme plan.

Cette simplification est appelée l'approrimation des tranches minces.

Représentation des contraintes sur un élément de surface dSy

&

On écrira les composantes de & sous la forme d'une matrice 2 x 2 :

[”](a,éy.az) = [aﬂ azg] ou encore [o] = [::: T‘W]

Tyz Tyy Ty

ELASTICITE



Exemples de problémes assimilables a des probléemes d’élasticité plane

Ballon (film mince) sous pression : Torsion dans un tube mince : état
état de contrainte biaxial équilibré plan de cisaillement

—
&é ﬁ:-f—?:

ELASTICITE
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Cercle de Mohr en contrainte plane

On est dans le cas particulier ou Oz est une direction principale associée a la
contrainte nulle : T (M, €,) = 0.

On peut donc restreindre les facettes étudiées aux facettes paralleles a la direction
Oz. Par conséquent, 'extrémité du vecteur contrainte 7' = (o, 7) décrit le cercle de
Mohr de diametre o102
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INEEFISTISNJERE Cercle de Mohr en contrainte plane

Cercle de Mohr en contrainte plane

On est dans le cas particulier ou Oz est une direction principale associée a la
contrainte nulle : T (M, €,) = 0.

On peut donc restreindre les facettes étudiées aux facettes paralleles a la direction

Oz. Par conséquent, 'extrémité du vecteur contrainte 7' = (o, 7) décrit le cercle de
Mohr de diametre o102

Rappel :

(important) On définit le vecteur unitaire ¢ dans le plan (M , FL,T) tel que le triedre
(n, t, e,) soit orthonormé direct. On écrit

T (n) = on + 7¢ dans le repere (7, t) et T = (o,7) dans le plan de Mohr
Y T

O = (2:422,0)

3

@]
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Elasticité plane

Cercle de Mohr en contrainte plane

En partant des composantes de & dans le repére des directions principales :

o[z )
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Elasticité plane

Cercle de Mohr en contrainte plane

En partant des composantes de & dans le repére des directions principales :
_ g1 0
=% o)

on a obtenue les relations (17)
2 .2
0 =o01c08” 0+ o2sin” 0

7= —01cos0sinf + oo cosfsin b

anique) ELASTICITE
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Cercle de Mohr en contrainte plane

En partant des composantes de & dans le repére des directions principales :
_ g1 0
=% o)

on a obtenue les relations (17)

2 .2
o =o01c08 0+ 028in” 0

7= —01cos0sinf + oo cosfsin b
et les mémes en fonction de 1’angle double 63y = —26 (relation (18)) :
o1+ 02 o1 — 02 _
o= + 3 cos (—20)
r=J1_ 02 sin (—26)
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INEESISTIRIES Formules du cercle de Mohr
Formules du Cercle de Mohr en contrainte plane
Nouveau probléeme :

On cherche & exprimer les composantes (o, 7) en fonction des composantes de & dans
un repeére (&, €,) quelconque :

[U}(éz,éy) =
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Rormuiles dn eorele o Melhe
Formules du Cercle de Mohr en contrainte plane
Nouveau probléeme :

On cherche & exprimer les composantes (o, 7) en fonction des composantes de & dans
un repere (&, éy) quelconque :

[U}(éz,éy)

Solution :

En appliquant les formules de changement de base, de la base (€, €,) vers la base

(n, 1).

. cosf  sind

oy = B0, o) 1R avee [R]= |
—sinf cos6

on obtient les relations générales

on = cos® 0o, + sin? 0oy + 2cosfsin 07,y
o = sin® 0o, + cos? 0oy — 2cosfsin 7,y (21)

Tnt = —cos@sinf (o, — oy) + (cos2 0 — sin? 9) Tay
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Elasticité plane

En identifiant les termes o, avec o et T, avec 7, on obtient les formules

0 = 0y cos’ 0 4 o, sin® O + 27, sin 0 cos 0 (22a)

T=—(0g —0y)sinfcos + 1y (cos2 6 — sin® 6) (22b)




INEESISTIRIES Formules du cercle de Mohr

En identifiant les termes o, avec o et 7,: avec 7, on obtient les formules
2 .2 .
0 =0gcos 0+ oysin” 0 + 2714, sin 6 cos 6

T=—(0g —0y)sinfcos + 1y (cos2 6 — sin® 6)

Ou encore, en fonction de I’angle double 6y = —20 :

o=2= ;Uy 4+ 2= ;Uy cos (—20) — 74y sin (—26)

Oz

T = _% sin (—26) + Tay cos (—26)

F. PETITJEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011
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INEESISTIRIES Formules du cercle de Mohr

En identifiant les termes o, avec o et 7,: avec 7, on obtient les formules

0 = 0y cos’ 0 4 o, sin® O + 27, sin 0 cos 0 (22a)

T=—(0s —0y)sinbcosf + Tay (cos2 6 — sin® 6) (22b)
Ou encore, en fonction de I’angle double 6y = —20 :

o=2= ;Uy 4+ 2= ; 7Y cos (—26) — 74y sin (—26) (23a)

T = —% $in (—20) + Tuy cos (—26) (23b)

Remarque :
On retrouve les formules (17) et (18) si Oz et Oy sont les directions principales.

En effet on a dans ce cas 7,y = 0.
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Détermination du cercle de Mohr en contrainte plane
On suppose connue les composantes de & dans le repére (e, &y) :

T(M:‘EI) T(M,Eg) T(M:EZ)

Or Try 0
[e] = Tyx oy 0
0 0 0

Probléme : Comment tracer le cercle de Mohr & partir des composantes de & 7



Détermination du cercle de Mohr en contrainte plane
On suppose connue les composantes de & dans le repére (e, &y) :

T(M'.!EI) T(Mlé‘y) T(M:EZ)

Or Try 0
[e] = Tyx oy 0
0 0 0

Probléme : Comment tracer le cercle de Mohr & partir des composantes de & 7

E‘tape 1 : On oriente le vecteur unitaire t tel que le triedre (i, £, €;) soit direct.



Détermination du cercle de Mohr en contrainte plane
On suppose connue les composantes de & dans le repére (e, &y) :

T(M:‘E@) T(Mlé‘y) T(M:EZ)

Or Try 0
[e] = Tyx oy 0
0 0 0

Probléme : Comment tracer le cercle de Mohr & partir des composantes de & 7
E‘tape 1 : On oriente le vecteur unitaire t tel que le triedre (i, £, €;) soit direct.

E‘tape 2 : Par définition, les scalaires o, Ty sont les composantes du vecteur
contrainte

T (&) = 028z + Tyzéy



Détermination du cercle de Mohr en contrainte plane
On suppose connue les composantes de & dans le repére (e, &y) :

T(M'.!EI) T(MIE‘U) T(M:EZ)

T Tzy 0
[e] = Tyx oy 0
0 0 0

Probléme : Comment tracer le cercle de Mohr & partir des composantes de & 7
E‘tape 1 : On oriente le vecteur unitaire t tel que le triedre (i, £, €;) soit direct.

E‘tape 2 : Par définition, les scalaires o, Ty sont les composantes du vecteur
contrainte

T (&) = 028z + Tyzéy
Comme le repere (7, ) de la facette de normal =
7 = & coincide avec le repére (e, &,) on peut
écrire

| T (€) = 0zt + Tyt |

alors I'extrémité T, du vecteur contrainte T (&) =
dans le plan de Mohr a comme composante

T: = (U::‘-"yz) |




Etape 3 : Les scalaires o, 74y sont les composantes du vecteur contrainte

T(Eu) = Oy&y + Tay€s




Etape 3 : Les scalaires o, 74y sont les composantes du vecteur contrainte

T(Eu) = Oy€y + ToyEs

Or, compte tenu de ’orientation du vecteur  (avec
la condition (#, t, &) direct) on a pour cette
facette :

n=Eey, t= —€&r

on peut donc écrire

| T (&) = 027 + —Tyst

ELASTICITE




Etape 3 : Les scalaires o, 74y sont les composantes du vecteur contrainte

T(Eu) = Oy€y + ToyEs

Or, compte tenu de ’orientation du vecteur  (avec
la condition (#, t, &) direct) on a pour cette
facette :

n=Eey, t= —€&r

on peut donc écrire

| T (&) = 027 + —Tyst |

Ainsi 'extrémité Ty, du vecteur contrainte T (&y)
dans le plan de Mohr a comme composante

Ty = (0y, —Tay) |

ELASTICITE




VA EERTT RN Détermination du cercle de Mohr

Etape 3 : Les scalaires o, 74y sont les composantes du vecteur contrainte
T(Ey) = Oy€y + Toylc
Or, compte tenu de I'orientation du vecteur ¢ (avee

la condition (7, t, &;) direct) on a pour cette
facette :

Ainsi I’extrémité T, du vecteur contrainte T (&,) €q
dans le plan de Mohr a comme composante

| Ty = (0y, —Tay) |

Bilan :

On dispose de 2 points Ty, Ty sur le cercle de Mohr correspondant a 2 facettes
tournées de /2.

Ces 2 points sont donc diamétralement opposés sur le cercle.
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Construction du cercle de Mohr

© On place dans le plan de Mohr les points 7% = (o2, Tyz)

y A T‘
3
Typfe ———-———-- T (&) Tyz e —----m-- - +T:
/ |
' 0 '
M ﬁ Ox T Oz




Construction du cercle de Mohr

© On place dans le plan de Mohr les points Tz = (0z,Tyz) et Ty = (oy, —Tay)

yl TI
i
Tyr e ———-———— -~ + Tz
I
I
i Ty Ty 0 N
M\‘: T * Oz o
! 1
! 1
Ty e ——— T, &———»T:
— ] =
T (&)




Construction du cercle de Mohr

© On place dans le plan de Mohr les points Tz = (02, 7yz) et Ty = (oy, —Tay)-

© Ces 2 points forment un diamétre T3 Ty ; 'intersection de ce diamétre avec
I’axe O marque le centre du cercle de Mohr.

o = (4.0 = (2522)

El

Ty
Iy
M i T
I
I
Ty e ———

T (a)




Construction du cercle de Mohr

© On place dans le plan de Mohr les points Tz = (02, 7yz) et Ty = (oy, —Tay)-

© Ces 2 points forment un diamétre T3 Ty ; 'intersection de ce diamétre avec
I’axe O marque le centre du cercle de Mohr.

Oz + Oy o1+ 02
Ou = (F5740) = (Fg70)
M 2 2

© Le rayon est donné par Pythagore

R=[0uTz] = /(0c — 4 (02 + 0))* + 72 = /1 (02 — 0)* + 72

El

Ty
Iy
M i T
I
I
Ty e ———

T (a)




Utilisation pratique du Cercle de Mohr

On connait les composantes de [o] = |:Uz Tay

dans le repere (€, €y).
Tyx Oy



Utilisation pratique du Cercle de Mohr

On connait les composantes de [o] = Y| dans le repere €z, Ey).
» Py
yx Oy

Probléme : On cherche a utiliser les propriétés du cercle de Mohr pour déterminer
les directions principales Oz1, Oz et les contraintes principales o1, 02.



Utilisation pratique du Cercle de Mohr

- . T
On connait les composantes de [o] = [ oo
Tyz Oy
Probléme : On cherche & utiliser les propriétés du cercle de Mohr pour déterminer

les directions principales Oz, Oz et les contraintes principales o1, o2.

] dans le repére (&g, &y)-

Solution graphique :

@ On trace le cercle selon la méthode indiquée précédemment.




Utilisation pratique du Cercle de Mohr

- . T
On connait les composantes de [o] = [ oo
Tyz Oy
Probléme : On cherche & utiliser les propriétés du cercle de Mohr pour déterminer

les directions principales Oz, Oz et les contraintes principales o1, o2.

] dans le repére (&g, &y)-

Solution graphique :
@ On trace le cercle selon la méthode indiquée précédemment.

© L’intersection du cercle avec 'axe Oo donne o3,01 (on ordonne arbitrairement
o2 < o1)




Utilisation pratique du Cercle de Mohr

Or Try

On connait les composantes de [o] = [ ] dans le repére (&g, &y)-

Tyz Oy
Probléme : On cherche & utiliser les propriétés du cercle de Mohr pour déterminer
les directions principales Oz, Oz et les contraintes principales o1, o2.
Solution graphique :

@ On trace le cercle selon la méthode indiquée précédemment.

© L’intersection du cercle avec 'axe Oo donne o3,01 (on ordonne arbitrairement

o2 < o1)
© L’angle orienté ¢y = —fy dans le plan de Mohr, correspondant
p=—0= —%@M = %BM, donne I’'angle entre la direction Oz et la direction

principale Oz;.




Formules déduites du cercle de Mohr

Du cercle de Mohr, on déduit les formules suivantes :

Oc1 =00y +R; Oc2=00y — R

al

g1




Formules déduites du cercle de Mohr

Du cercle de Mohr, on déduit les formules suivantes :

Oc1 =00y +R; Oc2=00m —R
soit

_ 2
L [ AT

al

O + O'y O — O'y 2 ) o2 g1
o2 = o = ( 3 ) + 72 (24b) 0| Owm




Formules déduites du cercle de Mohr

Du cercle de Mohr, on déduit les formules suivantes :

Oc1 =00y +R; Oc2=00y — R

soit
.
_ 2
o =22 toy + \/(UI Uy) + 72 (24a) T,
2 2
o; +0o 0w — 0y \2 % A
0y = — y_\/( z y) +72, (24b) o Ou
2 2
On a de plus
Tyx
tg(—pum) = !
g(—oum) P P
soit

1 2
©= 2 arctan <Uz%yzay> (25)




Formules déduites du cercle de Mohr

Du cercle de Mohr, on déduit les formules suivantes :

0Oo1 =00y +R; Oc2 =00y —R
soit
_ 2
Ul_az—gay+\/(0120y) 412, (24a) -
o oM g
_ 2 2 1
g2 = ik +0'y — \/(UI O'y) +T§z (24b) Oum
2 2
On a de plus
=
tg(— = L
g(—pm) = — (ot o)
soit
1 2Tys
_ - - 2
v=5 arctan (Uz — Uy) (25)
Remarque :

On peut retrouver les relations (24) en calculant les valeurs propres du tenseur plan
& qui sont les racines du polynoéme caractéristique.



Plan du chapitre

© Criteres limites d’élasticité




res limites d’él 178 Problématique

Problématique

Problématique : pour un état de contrainte quelconque G (M), on cherche a savoir
si la contrainte limite d’élasticité a été atteinte.

Soit o la limite d’élasticité obtenue expérimentalement lors d’un essai de traction
uniaxial (voir TP n°1).

Lorsque I’état de contrainte au point M se réduit a une contrainte uniaxiale o
(scalaire), le critére s’écrit simplement

o< 0y
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res limites d’él 178 Problématique

Problématique

Problématique : pour un état de contrainte quelconque G (M), on cherche a savoir
si la contrainte limite d’élasticité a été atteinte.

Soit o la limite d’élasticité obtenue expérimentalement lors d’un essai de traction
uniaxial (voir TP n°1).

Lorsque I’état de contrainte au point M se réduit a une contrainte uniaxiale o
(scalaire), le critére s’écrit simplement

o< 0y

Question : lorsque I’état de contrainte est complexe (plusieurs composantes non
nulles) comment comparer o a o, ?
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Criteres limites d’élasticité

Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Invariants de &
Soit [o] = (o) la matrice des composantes de & dans une base quelconque (&;).

Comme on la vu précédemment, les contraintes principales o1, 02, 03 sont les racines
du polynéme caractéristique :

p(/\) = det([a] — )\[I]) = —)\3 =+ I[/\2 — I+ I

I; =trio]=o0u

In =4 [(tr[o])* — tr((0]*)]
I = det [G’]

ELASTICITE Septembre 2011 137 / 250



(@SS LEN TS RG A ERISTSiI Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Invariants de &
Soit [o] = (o) la matrice des composantes de & dans une base quelconque (&;).

Comme on la vu précédemment, les contraintes principales o1, 02, 03 sont les racines
du polynéme caractéristique :

p(\) =det ([o] = A[I]) = =A° + A2 — I+ Iy

ol
I; =trio]=o0u
I = 3 [(tr[o])® — tr([0]*)]
I = det [O’]

propriété

Les grandeurs Iy, I1r, Irrr sont les invariants principaux de & ; ils sont invariant
b b )
par changement de repére.

Remarque : on peut maintenant justifier que la fonction trace, définie par

trg = tro] = oy,

et bien une fonction de tenseurs.
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(@SS LEN TS RG A ERISTSiI Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Soit une fonction f : & — f(¢) dans R. De fagon concrete, f dépend & & travers ses
composantes dans une base R particuliere, autrement dit

f(8) = fr(oy) = fr([0])

Définitions
On dit que f est isotrope si f est invariante dans toute isométrie c’est a dire, si
F (o)) = £ (1Q1o][Q)), Vo], ¥Y[Q] rotation

Dans ce cas, on dit que [ est fonction du seul tenseur .
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(@SS LEN TS RG A ERISTSiI Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Soit une fonction f : & — f(¢) dans R. De fagon concrete, f dépend & & travers ses
composantes dans une base R particuliere, autrement dit

f (@) = fr(oy) = fr([o])

Définitions
On dit que f est isotrope si f est invariante dans toute isométrie c’est a dire, si
f (o) = £ (1Q1[01[Q)), Vo], ¥[Q] rotation

Dans ce cas, on dit que [ est fonction du seul tenseur .

Théoreme (de représentation)

Une fonction isotrope f : ¢ — f(&) dans R ne dépend que des invariants de & :

f (@) =f (o), (o), i (7))
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BTN SN MO EEATGII Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Propriétés des fonctions isotropes

Propriété

Toute fonction f([o]) & valeurs réelles qui ne dépend que des valeurs principales de [o]
et qui est invariante par permutation circulaire de ses parametres est isotrope.

Exemples - Les fonction :

sont isotropes.
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(@SS LEN TS RG A ERISTSiI Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Propriétés des fonctions isotropes

Propriété

Toute fonction f([o]) & valeurs réelles qui ne dépend que des valeurs principales de [o]
et qui est invariante par permutation circulaire de ses parametres est isotrope.

Exemples - Les fonction :

Ji1(5) =trg;  J2 () = Str (52) i J3(8) = ttr (53)

1
[0] = own = ﬂ\/(gl —02)% + (02 — 03)% + (01 — 03)°
sont isotropes.
Propriété

Les fonctions Ji, J2, J3 constituent un jeu d’invariants équivalents aux invariants

principaux. Par conséquent, toute fonction isotrope peut s’exprimer en fonction de
Ji, J2, J3.
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Tenseur déviateur des contraintes A o
Tout tenseur ¢ peut étre décomposé en ses parties dites sphérique et déviatorique.

On introduit pour cela :

la contrainte moyenne o, :

Om = %trfr

Alors la partie sphérique de & est, par définition, le tenseur isotrope
Oml

dont les 3 valeurs propres sont égales & o, ; il vérifie tr(ami) = tro



Tenseur déviateur des contraintes A o
Tout tenseur ¢ peut étre décomposé en ses parties dites sphérique et déviatorique.

On introduit pour cela :

la contrainte moyenne o, :

o Om = %trfr

Alors la partie sphérique de & est, par définition, le tenseur isotrope
Oml

dont les 3 valeurs propres sont égales & o, ; il vérifie tr(ami) = tro

La contrainte déviatorique 5, appelée aussi déviateur de &, définie par

S5=6—oml

Par construction 5 est de trace nulle : trs = 0.



Tenseur déviateur des contraintes o A o
Tout tenseur ¢ peut étre décomposé en ses parties dites sphérique et déviatorique.

On introduit pour cela :

la contrainte moyenne o, :

o Om = %trfr

Alors la partie sphérique de & est, par définition, le tenseur isotrope
Oml

dont les 3 valeurs propres sont égales & o, ; il vérifie tr(ami) = tro

La contrainte déviatorique 5, appelée aussi déviateur de &, définie par

S5=6—oml

Par construction 5 est de trace nulle : trs = 0.

Proposition

Tout tenseur ¢ s’écrit de fagon unique sous la forme

=oml+3 avec trs=0

Qi




téres limites d’é

Déviateur des contraintes

Exemple

Soit le tenseur des contraintes uniaxial dans la direction &; :

g=o0¢e Qe

La contrainte moyenne de & est
Om =

W=

alors

s5=0

ou encore, la matrice de ses composantes est

2
30

= - 1 72 — o I (= o5 L 5 o
—Umlzael®el—§(71:gael®el—§0(eg®eg+e3®e3)

Septembre 2011

141 / 250



[S33123 WIS ERC RO BRI Critéres limites d’élasticité

Criteres limites d’élasticité

Définition
Le domaine d’élasticité (initial) d’un matériau isotrope est défini par la donnée d’une

fonction scalaire f du seul tenseur des contraintes ¢ appelée critére limite
d’¢élasticité ou fonction seuil.

Elle est construite de telle sorte que

f<o0 représente le domaine des contraintes élastiques

f=0 représente la limite d’élasticité initiale
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[S33123 WIS ERC RO BRI Critéres limites d’élasticité

Criteres limites d’élasticité

Définition

Le domaine d’élasticité (initial) d’un matériau isotrope est défini par la donnée d’une

fonction scalaire f du seul tenseur des contraintes ¢ appelée critére limite
d’¢élasticité ou fonction seuil.

Elle est construite de telle sorte que

f<o0 représente le domaine des contraintes élastiques

f=0 représente la limite d’élasticité initiale

Critére de Rankine :

| fr (7) = sup (lon], |o2, |o3]) — o

il correspond au choix de la plus grande contrainte normale.

Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011
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[S33123 WIS ERC RO BRI Critéres limites d’élasticité

Criteres limites d’élasticité

Définition
Le domaine d’élasticité (initial) d’un matériau isotrope est défini par la donnée d’une

fonction scalaire f du seul tenseur des contraintes ¢ appelée critére limite
d’¢élasticité ou fonction seuil.

Elle est construite de telle sorte que

f<o0 représente le domaine des contraintes élastiques

f=0 représente la limite d’élasticité initiale

Critére de Rankine :

| fr (7) = sup (lon], |o2, |o3]) — o

il correspond au choix de la plus grande contrainte normale.

Critére de Tresca :

| fr(3) = sup (|o1 — 02|, |o2 — 03], |01 — 03]) — 0% |

il correspond au choix de la plus grande contrainte tangentielle (avec un facteur 2).
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teres limites d SPaI  Critéres limites d’élasticité

Critére de von Mises :

_ 1
forr (0) = \/01—02 2+(02—03)2+(01—03)2—Js

il correspond au choix d’un critére en énergie. En effet, la contrainte de von Mises
définie par
OyM = va (6')

est reliée a Iénergie de déformation élastique.

Ce critére peut aussi s’écrire en fonction des composantes oy de ¢ dans un repére
quelconque :

1
oum = ﬁ\/(‘fn — 022)" + (022 — 033)” + (011 — 033)” + 6 (03, + 035 + 03,
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res limites d’él AT Criteres limites d’élasticité

Critére de von Mises :

_ 1
forr (0) = \/ 01— 02) +(02—03)2+(01—03)2—Js

il correspond au choix d’un critére en énergie. En effet, la contrainte de von Mises
définie par

OyM = va(
est reliée a Iénergie de déformation élastique.

Ce critére peut aussi s’écrire en fonction des composantes oy de ¢ dans un repére
quelconque :

1
oum = ﬁ\/(‘fn — 022)" + (022 — 033)” + (011 — 033)” + 6 (03, + 035 + 03,

On peut montrer que

Septembre 2011 143 / 250



Chapitre III - Etude des déformations dans un milieu
continu

Objectifs :
1. Définir la notion de déformation, géométrique et mathématique
2. Savoir exploiter les méthodes de mesures expérimentales

Sommaire
@ Etude des déformations

© Tenseur des petites déformations
© Puissance de déformation volumique
@ Changement de repere et déformations principales

@ Cercle de Mohr des déformations

© Mesure des déformations par extensométrie
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Etude des déformations

Plan du chapitre

@ Etude des déformations




IR IR (3 {33 Rt Ell Introduction et exemples

Déformation d’un milieu continu

Lorsque l'on applique un chargement a un corps solide, celui-ci se déforme. Pour
définir la notion de déformation on doit pouvoir décrire le changement de forme du
solide entre deux instants ou deux configurations.

La déformation doit mesurer en quoi la transformation du solide differe d’un

mouvement de corps rigide, ce qui nécessite d’étre capable de représenter le
mouvement.

il
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IR IR (3 {33 Rt Ell Introduction et exemples

Exemples de grandes transformations (pas au programme)

Emboutissage de tole mince La déformation est repéré au moyen d’une grille
rectangulaire dessinée sur la tole initialement plane.

Les déformations sont irréversibles (plasticité).

F. PETITIEAN nie Mécanique)
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[T CRCEENG (SIS n st Introduction et exemples

Matrigage d’un bloc d’aluminium On peut observer grace au marquage de la
piece les tres grandes déformations.

Comme dans le cas de 'emboutissage, les déformations sont irréversibles (plasticité).
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IR IR (3 {33 Rt Ell Introduction et exemples

Déformation d’élastomeéres Les élastomeres sont des matériaux tres souples qui
admettent de grandes déformations tout en restant élastiques (c’est-a-dire
réversibles) : ils sont dit hyperélastique.

Résultats de calculs sur des soufflets en caoutchouc

Ces soufllets sont utilisés dans de nombreuses industries de protéger les connexions
souples entre les deux organes. Ils sont notamment utilisés dans I'industrie
automobile pour protéger les joints d’entrainement.
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Etude des déformations Introduction et exemples

Soufflet de levier de vitesse
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Introduction et exemples

On peut rencontrer des transformations qui conduisent a des grands déplacements
mais sans grande déformation.

Cas d’une structure mince qui subit de grands déplacements (et rotations) bien
que les déformations restent faibles.
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IR IR (3 {33 Rt Ell Introduction et exemples

Cas d’une structure est épaisse : la méme transformation entraine de grandes
déformations.

N

K
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Transformation d’un milieu continu

La position d’un point matériel My, dans la configuration de référence (g, est repérée
par le vecteur position

I = OMo

A Tlinstant ¢, aprés transformation, ce méme point matériel se retrouve & la position
repérée par le point M.

ELASTICITE



formations

Transformation d’un milieu continu

On suppose qu’il existe une fonction continue et dérivable ® (o, t) telle qu’a chaque
instant ¢, la position d™un point quelconque Mp est donnée par

ELASTICITE



formations

Transformation d’un milieu continu

On définit le vecteur déplacement du point Mo par

ELASTICITE



Transformation d’un milieu continu

La fonction ¢ permet de caractériser la position (et donc le déplacement du milieu
continu) mais pas sa déformation, c¢’est-a-dire la variation locale de longueur et la
distorsion.

ELASTICITE



Etude des déformations

Cas des transformations homogénes
On considére une transformation affine de la forme :

20— T=6(@,t)=F ()3 + C(t)

ot T est un vecteur et F un tenseur d’ordre 2.
T=F(t)To+ C(t)

[

Le tenseur F peut étre représenté par une matrice 3 x 3 dans une base donnée. Cette
transformation est identique dans tout le solide.

Septembre 2011 154 / 260



Etude des déformat Cas des fi h &

Cas des transformations homogénes
On considére une transformation affine de la forme :

20— T=6(@,t)=F ()3 + C(t)

ot T est un vecteur et F un tenseur d’ordre 2.
T=F(t)To+ C(t)

[

Le tenseur F peut étre représenté par une matrice 3 x 3 dans une base donnée. Cette
transformation est identique dans tout le solide.

On peut montrer que la dilatation volumique est donnée par

V =
v _ae (26)
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Transport d'un vecteur

On cherche & mesurer le transport d’un segment matériel de la configuration initiale
a la configuration a l'instant ¢.
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Etude des déformations JRSEERGEES fi h &

Transport d'un vecteur

On considére pour cela 2 points matériels My, Mj. On note respectivement M, M’ les
points transformés.

Calculons la transformée du vecteur Mo M B, on a

MM =OM —OM =F (t) (OMD’ _ OMD) —TF (t) Mo M,
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Etude des déformations JRSEERGEES fi h &

Transport d'un vecteur

On considére pour cela 2 points matériels My, Mj. On note respectivement M, M’ les
points transformés.

Calculons la transformée du vecteur Mo M B, on a
MM =OM —OM =F (t) (OMD‘ _ OMD) —TF (t) Mo M,

Ainsi, la transformée d’un vecteur g est donnée par

2l

—F () | (27)
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Etude des déformations UeEERLEE fi 1 {=

Tenseur des dilatations

Mesurer une dilatation nécessite de savoir mesurer la longueur d'un vecteur et donc
de connaitre la transformée d’un produit scalaire.
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Etude des déformations UeEERLEE fi 1 {=

Tenseur des dilatations

Mesurer une dilatation nécessite de savoir mesurer la longueur d'un vecteur et donc
de connaitre la transformée d’un produit scalaire.

Soient 2 vecteurs up, o et les vecteurs transformés selon la formule :

%= Fu, 5= Fo

On a ainsi




Cas des transformations homogeénes

Le tenseur

CT='FF (28)
est appelé le tenseur des dilatations. C’est un tenseur symétrique (ﬁ = tﬁ)

Il permet d’exprimer le produit scalaire des vecteurs transportés en fonction des
vecteurs initiaux selon la formule :

w0 = Cl |
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Etude des déformations

Cas des transformations homogeénes
Dilatation dans une direction

Il s’agit de comparer la longueur d’un vecteur %y dans la configuration initiale et la
longueur de son transporté dans la configuration déformée.

En faisant 4 = 7o dans la formule du transport du produit scalaire, on obtient

|al* = 1 Co

ELASTICITE
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IR IERG IS 733 ERAT . E Cas des transformations homogenes
Dilatation dans une direction

Il s’agit de comparer la longueur d’un vecteur %y dans la configuration initiale et la
longueur de son transporté dans la configuration déformée.

En faisant 4 = 7o dans la formule du transport du produit scalaire, on obtient
|af* = a0 Cg
Définition

On appelle dilatation dans la direction uy le rapport :

nie Mécanique)
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Cas des transformations homogénes

Dilatation dans une direction

Il s’agit de comparer la longueur d’un vecteur %y dans la configuration initiale et la
longueur de son transporté dans la configuration déformée.

En faisant 4 = 7o dans la formule du transport du produit scalaire, on obtient
|af* = a0 Cg
Définition

On appelle dilatation dans la direction uy le rapport :

Définition

On appelle allongement unitaire dans la direction uy la grandeur :

6 (o) = Lol _ 5 () —1

v
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IR IERG IS 733 ERAT . E Cas des transformations homogenes

Glissement dans un couple de directions orthogonales

La variation de longueur induit des variations angulaires. On s’intéresse en particulier
a la variation de I’angle de deux vecteurs matériels initialement orthogonaux.
Définition
On définit le glissement 0 de deux directions orthogonales o, Uo par :
s _ _

0=2—(@,9) = (50, %) - (3,7)
autrement dit
-0

(,7) =3

M
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IR IERG IS 733 ERAT . E Cas des transformations homogenes

Glissement dans un couple de directions orthogonales

En utilisant ce qui précede et la formule du transport du produit scalaire, on a

sinf = cos (7/2 — 0) = uz =

d’ou la relation

ng — Up C'o
smb = — 1/2, — 12
TLOCTLO) _00170)
_ v
Vo
T
=-0
2
ﬂ() 62
€1 MO m M

Septembre 2011
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Dilatations principales

Le tenseur C étant symétrique, il est toujours possible de construire une base
orthogonale (&1, €2, €3) orientée selon les directions principales.

La matrice des composantes de T dans cette base est alors diagonale; elle s’écrit :

¢y 0 0
=10 & o
0 0 (s

ou les C; sont les valeurs propres.
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ISR IS {33 A3t Ell Dilatations principales

Dilatations principales

Le tenseur C étant symétrique, il est toujours possible de construire une base
orthogonale (&1, €2, €3) orientée selon les directions principales.

La matrice des composantes de T dans cette base est alors diagonale ; elle s’écrit :

¢y 0 0
=10 & o
0 0 (s

ou les C; sont les valeurs propres.

Les C; étant positifs (la forme quadratique associée uy — T Cip = |a|? est définie
positive) on peut définir les grandeurs

N =VC;,i=1,23
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formations

On a alors

Ae)=VeaCea=A\,i=123

ainsi A; représente la dilatation dans la direction principale &;.

Pour cette raison, les A; sont appelées les dilatations principales.

63 Ag
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Transformations quelconques

Question :

Dans le cas général d’une transformation Zp — Z =® (%o, t) quelconque,

@ quel sens peut on donner au transport d’un segment matériel

© comment définir la notion de dilatation ?

Transformation homogene Transformation quelconque
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IR LG IS L3 BN AT, Bl Transformations quelconques

Soient une transformation ® et 2 vecteur Zo et Z5, on a

F. PETITJEAN nie Mécanique) JITE Septembre 2011
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IR LG IS L3 BN AT, Bl Transformations quelconques

Soient une transformation ® et 2 vecteur Zo et Z5, on a

= — oD,
On note F (Zy) = VP (Zp) le tenseur de composante 3 2.
Tig
D’apres ce qui précede, on a la relation

dz = F (%) dzo

Cette relation est I’analogue de la formule du transport d’un vecteur, valable
seulement pour les transformations homogenes.

JEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011
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[LNC LRGSR ENST3stl Transformations quelconques

La déformation est une notion locale. Cela nécessite de se placer au niveau d’un point
My et de prendre la transformation tangente.

Il faut donc considérer un petit élément de volume autour de M.
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formations

Soit z le vecteur déplacement défini par
(%) =0M—O0My=z—1=®(zm,t) — %o

on a alors la relation

| 2-9=1uCt |

ot T désigne le tenseur unité.

Q(t)

ELASTICITE
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Tenseurs des déformation

Il y a plusieurs choix possibles pour définir un tenseur des déformations. Celui-ci doit
vérifier plusieurs conditions :

@ le tenseur doit étre symétrique.

@ il doit conduire & une mesure nulle pour tout mouvement de corps rigide
(combinaison d’une rotation et d’une translation).
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[T CRCEENG (SIS st el Tenseurs des déformation

Tenseurs des déformation

Il y a plusieurs choix possibles pour définir un tenseur des déformations. Celui-ci doit
vérifier plusieurs conditions :

@ le tenseur doit étre symétrique.

@ il doit conduire & une mesure nulle pour tout mouvement de corps rigide
(combinaison d’une rotation et d’une translation).

Définition
Le tenseur défini par
E=;(T-T)=;(FF-1)
2 2

est appelé le tenseur de Green-Lagrange.
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Tenseurs des déformation

Tenseurs des déformation

Il y a plusieurs choix possibles pour définir un tenseur des déformations. Celui-ci doit
vérifier plusieurs conditions :

@ le tenseur doit étre symétrique.

@ il doit conduire & une mesure nulle pour tout mouvement de corps rigide
(combinaison d’une rotation et d’une translation).

Définition
Le tenseur défini par
= 1,= =
E=~- (c - 1) =
2

est appelé le tenseur de Green-Lagrange.

N —

Proposition

E est symétrique et nul pour tout mouvement de corps rigide. Il peut également
s’écrire en fonction de Vu :

v
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Etude des d

Remarque : la relation v — E (@) est non linéaire du fait de la présence du terme

. —
quadratique Vu Vu




[T CRCEENG (SIS st el Tenseurs des déformation

Remarque : la relation v — ﬁ(ﬂ) est non linéaire du fait de la présence du terme

. —
quadratique Vu Vu

De la formule du transport d’un produit scalaire on tire la relation

-0 — T - Tp = 2o ETo

IS

et si I'on prend @y = Up on obtient

— 2% Elo

Les formules donnant la dilatation, I’allongement unitaire et le glissement peuvent
s’exprimer en fonction de E.

En particulier, la dilatation d’un vecteur @y s’écrit
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Plan du chapitre

© Tenseur des petites déformations




Tenseur des petites déformations

Hypothese des petites perturbations (HPP)

Définition

La transformation est dite infinitésimale si

Hﬁ(a‘co)H << 1 pour tout Tp € Qo

F. PETITIEAN ( ique ELASTICITE
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Hypothese des petites perturbations (HPP)

Définition

La transformation est dite infinitésimale si

Hﬁ(io)H << 1 pour tout Tp € Qo

Cette condition est équivalente a la condition

F(z)=o (T)

Sous cette hypothese, I’application uy — f(ﬂo) peut étre linéarisée en partant de
I’expression du tenseur de Green-Lagrange :

f(ﬁo)zé(ﬁﬂ-tﬁ)ﬂ-o(ﬁ) :§+o(ﬁ)
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Tenseur des petites déformations

Définition

Le tenseur
= 1 /— =
€= 5 (Vu + Vu)

est appelé le tenseur des petites déformations.

Ce tenseur vérifie

de plus




RS ETA DG EEES YIS T S (S ERS T Tl Hypothése des petites perturbations (HPP)

Définition

Le tenseur

E:%(ﬁ#ﬁ)

est appelé le tenseur des petites déformations.

Ce tenseur vérifie

de plus

Si l'on se place dans une base orthonormée (€;), et en notant o = (u;) les
composantes du vecteur @ dans cette base, les composantes de ce tenseur dans une

base orthonormée sont
e = L (OQui, Oy
v 2 afL'j 8%

Ces composantes peuvent étre écrites sous la formes de la matrice symétrique

€11 €12 €13
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Tenseur des petites déformations

Interprétation géométrique de &

Extensions simples dans le plan (e, &)

L’extension simple dans le plan (&1, €2) est caractérisée par les 2 composantes

normales
P R
=gt T g
ce qui correspond & la matrice 2 x 2 diagonale
_ e 0
=[G 2
0
up + dem
€2 P 4 2 Q
J
Buld
P Q T
g
= N M
L
M N
0 dy 0

ELASTICITE
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1ir des petites déforma Interprétation géométrique de &

Glissement double selon les directions e; et e

Le glissement double est caractérisé par les 2 composantes tangentielles

1/0 o}
€12 = €21 = (ul—F ug)

2\ 0z " Om
Q
QO 0, ~tanf; = %
/m 92 (9221331192:%
8U2 8951
ug + ——dx
N, 91, 01+ 0;
0 flz=éfn=—)

€1
Le glissement des 2 directions é; et e est donné par
Y (éh EQ) = 2¢€12 = 2€21

ce glissement est noté «y12. On introduit ainsi les 6 glissements :

Vg =265, 1F£]

Mécanique) ELASTICITE
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Tenseur des petites déformations

Propriétés du tenseurs des petites déformations

On peut montrer a partir des formules du cours que I'allongement unitaire et le
glissement peuvent étre approchés par des expressions fonction de €.

anique) ELASTICITE
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Propriétés du tenseurs des petites déformations

On peut montrer a partir des formules du cours que I'allongement unitaire et le
glissement peuvent étre approchés par des expressions fonction de €.

L’allongement unitaire ¢ d’un vecteur élémentaire dMy = dsodM / ’Wo‘ peut
étre calculé par la relation :

ds — dSO ~ Wogmo
dso ’W()’?

o (Wo) =

ou encore, si on note 7 = dMo/ |Wo|,

F. PETITIEAN nie Mécanique)
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Propriétés du tenseurs des petites déformations
On peut montrer a partir des formules du cours que I'allongement unitaire et le
glissement peuvent étre approchés par des expressions fonction de €.

L’allongement unitaire ¢ d’un vecteur élémentaire dMy = dsodM / ’Wo‘ peut
étre calculé par la relation :

— _ ds — dSO ~ Wogmo
) = g P

ou encore, si on note 7 = dMo/ |Wo|,

[ (@) = moE o = (mo} () {m} |

Le glissement 6 de deux directions orthogonales WO,WG peut étre calculé par la
relation :

dV —dVy

~trE =€11 + €22 + €
v, 11 + €22 + €33

Ev (Mo) =
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Propriétés du tenseurs des petites déformations
On peut montrer a partir des formules du cours que I'allongement unitaire et le
glissement peuvent étre approchés par des expressions fonction de €.

L’allongement unitaire ¢ d’un vecteur élémentaire dMy = dsodM / ’Wo‘ peut
étre calculé par la relation :

ds — dSO ~ Wogmo
dso ’W()’?

5 (dMy) =

ou encore, si on note 7 = dMo/ |Wo|,

[ (@) = moE o = (mo} () {m} |

Le glissement 6 de deux directions orthogonales WO,WG peut étre calculé par la
relation :

AV —dV

ev (Mo) avo

~ tr€ = €11 + €22 + €33

La variation relative de volume ey (My) au point My peut étre approchée par
aVv —dVy
dVo
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RSN TR aNG LR oIS B R ENG (ST B s Rt s Propriétés du tenseur des petites déformations

Démonstration
Démonstration de la formule

8 (o) = mog 1o = {no} [e] {mo}

pour un vecteur unitaire ng.

On a vu précédemment que

or on a, a 'ordre 1,

E~Zet ||§|| << 1

alors, si on considere un vecteur élémentaire o, on peut écrire

Comme § (o) = A (o) — 1, on obtient la formule demandée :
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ce de déformation volumique

Puissance de déformation volumique

. . . —=S .
On consideére un corps {2 soumis aux systeémes de forces surfacique F~ et volumique

.

On cherche & déterminer la puissance volumique (par unité de volume) des efforts
intérieurs Ilger

F. PETITJE ique ELASTICITE



ssance de déformation volumique

Puissance des forces surfaciques

. . -5 . 0 . N
La puissance des forces surfaciques F'~ qui s’exercent sur la frontiere du solide a
I'instant ¢ est donnée par

oQ

ot % désigne le champ de vitesse.

ELASTICITE



Puissance de déformation volumique

Puissance des forces surfaciques

. . -5 . 0 . N
La puissance des forces surfaciques F'~ qui s’exercent sur la frontiere du solide a
I'instant ¢ est donnée par

oQ

ot % désigne le champ de vitesse.

En appliquant la formule de Cauchy et le théoreme de divergence, on peut écrire

[ Gmidi= [ Ga)ndo= [ av(a)a
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rmation volumique

On a la relation

S|
+
Qi
<
el

div (5.1) = (div) .4

Le premier terme peut étre transformé au moyen de ’équation du mouvement

Le second terme peut étre réécrit de la fagon suivante :

4
IS
Il

7 a,]%(ajuz—&—&u])
puisque G est symétrique.

Ainsi, on a

Qi
=
Il
Qi
M

1
2

désigne le tenseur des vitesses de déformation.

Septembre 2011
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Puissance de déformation volumique

On obtient ainsi, & partir de (30) la relation

/div(fr.ﬁ) dv—{—/fv.ﬂdv—/Ezeidv:/pi/.ﬁdv
Q Q Q Q

On reconnait, dans les 2 premiers termes, la puissance des forces extérieures
surfaciques et la puissance des forces extérieures de volume.

Le terme de droite n’est autre que la dérivée (particulaire) de I’énergie cinétique
dcC . 1 5
— = yudv ou C == u”dv
at /Qp v 2 /Qp

Le troisieme terme du membre de gauche peut étre identifié en évoquant le théoréme
de I’énergie cinétique :

Théoreme de ’énergie cinétique

La dérivée (particulaire) de I’énergie cinétique est égale a la somme des puissances de
tous les efforts extérieurs et intérieurs.
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uissance de déformation volumique

Puissance de déformation volumique

Bilan : on peut poser

Définition

La puissance volumique (i.e. par unité de volume) des efforts intérieurs a § est
donnée par

Mg =7 : €

F. PETITIE. ( ELASTICITE
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Changement de repeére et STNR ATl il et Si AL Déformations principales

Déformations principales

Théoreme

Le tenseur des déformations € étant symétrique, Il posséde 3 valeurs propres réelles
(distinctes ou confondues) €1, €2,€3 et 3 directions propres Oz1, Oxz, Oxs.

Il est donc toujours possible de définir une base orthonormée propres (€1, €2, €3)
construit sur les directions propres Oxi, Oz, Ox3.

o Les déformations €1, €2, €3 sont appelées les déformations principales.

o Les directions propres sont les directions principales (des déformations).
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1= principales

Corollaire

Il est toujours possible de se placer dans une base orthonormée (&1, €2, €3) de telle
sorte que U'état de déformation soit réduit aux trois déformations normales €1, €2, €3.

Le solide est alors en extension simple dans les 8 directions.

ELASTICITE




Changement de repeére et rmations princip 8 Etats de déformation remarquables

Déformations planes

Définition
Soit (€;) une base orthonormée. On appelle tenseur plan (relativement au plan
Oz1x2) le tenseur € tel que ses composantes dans la base (&;) soient

€11 €12 0
€] = |ea1 €22 O (31)
0 0 O

Autrement dit, les déformations sont uniquement dans le plan Ozizy.
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Changement de repére et déformations principales [EEDIENTING RS e) 2RI MENS RN NI ]

Déformation dans un plan normal a une direction principale

On considére une base orthonormée (e, ez, €3) telle que Ozs soit une direction
principale pour le tenseur €, alors la matrice des composantes du tenseur dans cette
base s’écrit

[6]= €21 £22 0 (32)

Exemple : en surface d’une piéce, si Oxs est la normal a la surface, le champ de
tenseur est toujours de cette forme.
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Cercle de Mohr des déformations [EBISstesERTe} Y

Cercle de Mohr des déformations

La méthode des cercles de Mohr développée pour les contraintes peut étre utilisée
pour représenter les composantes normale et angulaire de la déformation.

Elle s’applique dans le cas ol 'un des axes du repere est déja principal, ce qui est le
cas des tenseurs de la forme (31) et (32).

On reprend dans ce qui suit les calculs déja réalisés pour les contraintes.
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Définition

Cercle de Mohr des déformations

La méthode des cercles de Mohr développée pour les contraintes peut étre utilisée
pour représenter les composantes normale et angulaire de la déformation.

Elle s’applique dans le cas ol 'un des axes du repere est déja principal, ce qui est le
cas des tenseurs de la forme (31) et (32).

On reprend dans ce qui suit les calculs déja réalisés pour les contraintes.

Soit un tenseur des déformations de la forme

€z Ezy O

[¢] eeye) = |Evr €y O
(5rsty2e) 0 0 e

dans la base (e, €y, €,).
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rcle de Mohr des déformatio: Définition

On considére une seconde base (€, &, €,) déduite de la premieére par une rotation
autour de ’axe Oz d’angle 6.

En utilisant la formule de changement de repére (14), avec comme matrice de passage

cosf sinf O

[R] = | —sinf cosf O
0 0 1
on obtient la matrice
€n €emt O
[E](En,ét,éz) = |em & O
0 e

avec

en = cos® g, + sin’® Oe, + 2 cos 0 sin Oey
e, = sin® fe, + cos? Oey — 2 cos O sin Oeyy

ent = —cosfsind (5 —ey) + (Cos2 0 — sin? 9) Eay
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Cercle de Mohr des déformations

Notons /2 = €,; la composante de glissement, on obtient

€n = 5008”0 + £, 5in” O + 2e,, sin 0 cos O (33a)

v/2=— (g5 —€y)sinfcos O + eqy (cos2 6 — sin® 9) (33b)




> Mohr des déformations [EBISstebinte):t

Notons /2 = €,; la composante de glissement, on obtient

£n = £, 08> 0 + €, sin” 0 + 2e,, sin 0 cos 0 (33a)

v/2=— (g5 —€y)sinfcos O + eqy (Cos2 6 — sin® 0) (33b)

On peut écrire ces formules en fonction de I’angle double —26 en utilisant les
relations trigonométriques :

2cosfsinf = sin26, 2cos®0 = 1 + cos 26, 2sin® 6 = 1 — cos 260
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Notons /2 = €,; la composante de glissement, on obtient

£n = £, 08> 0 + €, sin” 0 + 2e,, sin 0 cos 0 (33a)

v/2=— (g5 —€y)sinfcos O + eqy (cos2 6 — sin® 0) (33b)

On peut écrire ces formules en fonction de I’angle double —26 en utilisant les
relations trigonométriques :

2cosfsinf = sin26, 2cos®0 = 1 + cos 26, 2sin® 6 = 1 — cos 260

On obtient alors les formules

en = % + Sz — &y ; Y cos (—26) — €4y sin (—26) (34a)
Ex — Ey .
v/2 = 5 sin (—20) + €4y cos (—20) (34b)
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rcle de Mohr des déformatio: Définition

Ces formules traduisent la transformation géométrique suivante. On considére un
plan muni de 2 axes :

(i) Paxe Oe des déformations normales € comme axe des abscisses ;

(ii) 'axe O~ des déformations angulaires /2 comme axe des ordonnées.

Ce plan est appelé le plan de Mohr. Le couple (gn,7/2) constitue les coordonnées
d’un point X, = (en,7/2) dans ce plan.

v/2

v/2

0l
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e de Mohr des déformations [EBIFitebinte}:t

Théoréme (du cercle de Mohr)

On peut montrer & partir des relations (34) que lorsque le repére (€, €, €,) tourne
d’un angle 0 par rapport au repére de référence (e, €y, €.).

Le point ¥y, = (en,7y/2) décrit dans le plan de Mohr un cercle de centre Oy et de
rayon R avec

1
OM:(%(‘gi—’_Ey),O)vR:ﬁ (890—59)2"_7%1“1

/2,
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Cas ou le repere de référence est principal

Dans le cas ou le repere de référence est principal, on note (Oz12223), la matrice des

composantes de £ est diagonale :

€1 0 0
=0 e 0
0 0 e
Les relations (34) deviennent, en introduisant I’angle 6y = —20,
_e1tex  e1—¢2
&= — + 5 o8 Om
v/2 = ? sin 0

F. PETITIEAN nie Mécanique)
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rcle de Mohr des déformatio: Cas ou le repére de référence est principal

On reconnait la description paramétrique d’un cercle de centre Oy = (% (e1+€2) ,0)
et de rayon R = 1 (g1 — &2).

/2,

_E1téE2  €1—¢2

£o En = 5 + — cos O
Nl T
2
Dans ce cas particulier, 'angle 0 = —%GM représente 'angle entre ’axe Ox; du repere

de référence et 'axe On du repere courant.
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On peut distinguer 3 points remarquables sur le cercle.

Cas ou le repére de référence est principal

Lorsque 6) = 0, le point X, coincide avec le point (£1,0) autrement dit, €, = &1 et

v=0.

v/2

€2

€1

Oum

Septembre 2011
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JALNC R (Y S IS LR IS T ek Ralel:Cll Cas ol le repére de référence est principal

Lorsque 0y = m/2, soit @ = —7/4, on a X, = (5 (e1 +£2) , 3 (61 — €2)).

On déduit directement de la représentation de Mohr que la direction définie par

0 = —7 /4 porte la plus grande composante de glissement Ymaz
/2,
1 En:(5n7%7max)
3 Ymaz
(0] €
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Cercle de Mohr des dé

formations

Lorsque 6y = 7, soit § = —n /2, le point X, coincide avec le point (g2,0) autrement
dit, e, = €2 et 7y =0.

v/2

&2

€1




[OZV I TRFG ISV, Ko o8 MG LERIG IS T3 B us ot} Ell Cas ou le repére de référence est principal

On déduit de ces observations les propriétés suivantes :

Propriétés déduites du cercle de Mohr

@ Les déformations principales 1, 2 sont respectivement la plus grande et la plus
petite déformations normales dans plan; elles sont portées par les directions
principales Oz, Ox; :

g2 < g, < €1, quelque soit la direction O,

@ La plus grande déformations angulaire (ou composante de glissement) est donnée
par le diametre du cercle de Mohr

Ymaz — €1 — €2

elle correspond a la variation d’angle droit des directions Oz;, Oz, tournées de
0=—7/4
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Plan du chapitre

© Mesure des déformations par extensométrie




Mesure des déformations par extensométrie [EEVERZSIENCINTEIEYS

Moyens de mesure

Il existe un certain nombre de moyens mécaniques et optiques permettant de mesurer
les déformations dans une piece. On peut distinguer 3 types de mesures.

1. Les mesures par déplacement relatif de 2 points :
o les extensometres mécaniques;;
o les extensometres optiques (balayage laser, caméra, ...).

Cette méthode suppose que la déformation est homogene dans l'espace qui sépare les
2 points.

Eprouvette cylindrique métallique Eprouvette plastique
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Moyens de mesure

2. Les mesures locales par jauges de déformation. Cette méthode est la plus
rependue, elle sera détaillée plus loin.

3. Les mesures de champ de déplacement 2-d (voire 3-d) par des méthodes optiques.

On trouve :

o la méthode par marquage : la surface de 'objet est préalablement équipée de
marqueurs ou marquée d’une grille réguliere.

Motifs utilisés par les méthodes de suivi de marqueurs ou de grilles

O-O-O-O-O-O-O-O-0
OO OO0O0
OO0 OOOY
OO-O-D-O-O-OD-OD
COTCOTCOO00O0
D-O-O-D-O-O-O-D-OD
OO0 OO0O0
OO-O-D-O-O-OD-OD
COTCOTCOO00O0
D-O-O-D-O-O-O-D-OD
OO0 OO0O0
O-D-O-D-O-O-OD-OD
OO0 OO00O0
D-O-O-D-O-O-O-D-OD
OO0 OO0O0
D-D-O-D-O-O-O-D-OD
OO0 OO00O0

La méthode consiste a suivre, & travers une séquence d’images, le déplacement
des marqueurs ou des noeuds de la grille.
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Mesure des déformations par extensométrie [EEVERZSIENCINTEIEYS

Marquage par grilles rectangulaires

*
VS e

B (85 5 19 T @

-
'

” |

Septembre 2011

202 / 250



Marquage par petits cercles
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Mesure des déformations par extensométrie

o La méthode par corrélation d’images : mesure de la ressemblance entre
deux pixels.

Domaine de corrélation Domaine de corrélation

Instant 1 Instant 2




Mesure des déformations par extensométrie [SHEPSAIFIGHIIRITE

Mesure de I’allongement unitaire par jauges d’extensométrie

La détermination expérimentale des tenseurs de déformations s’appuie sur des
mesures d’allongement unitaire

. ds—d
5(dM0):STOSO

Elle est obtenue par comparaison des longueurs d’un vecteur matériel dans la
configuration initiale de référence et dans la configuration actuelle.

Les techniques expérimentales classiques utilisent les extensometres a fil résistant
(jauges électriques de déformation ou jauges d’extensométrie).
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Mesure des déformations par extensométrie [sHBITTHIGRIIRIT

Mesure de I’allongement unitaire par jauges d’extensométrie

La détermination expérimentale des tenseurs de déformations s’appuie sur des
mesures d’allongement unitaire

o (@) = B0

Elle est obtenue par comparaison des longueurs d’un vecteur matériel dans la
configuration initiale de référence et dans la configuration actuelle.

Les techniques expérimentales classiques utilisent les extensometres a fil résistant
(jauges électriques de déformation ou jauges d’extensométrie).

Principe :

Faire subir a un fil la méme extension que celle du
matériau dans une direction donnée, et a mesurer
la variation de résistance électrique correspondante.

L’effet est amplifié en repliant le fil plusieurs fois
sur lui-méme.
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Mesure des déformations par extensor S8 d’extensométrie

Rosettes

Les jauges sont groupées par 3 pour former une rosette, de facon a recueillir
suffisamment d’information pour la détermination de la déformation dans le plan
tangent a la surface du solide.
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Mesure des déformations par extensométrie [SHEPSTIIo)elaRSle]

Exercice

Exercice 4.15 Dépouillement d’une rosette a 45°

On considere une rosette a 45° orientée de telle sorte que la jauge centrale soit alignée
avec l'axe (Oz).
On note respectivement €q,€5, . les mesures fournies par les jauges (a), (b), (¢).

Le but de I'exercice est d’établir les formules permettant de calculer les composantes
€z,Ey,Exy du tenseurs des déformations dans le repére (Ozyz) en fonction des données
des jauges.

@ En appliquant la formule donnant
I’allongement unitaire, écrire les 3 équations

0 (Na) =€a, a=a,b,c — 45°

—
©

@ Inverser le systeme linéaire de sorte a
exprimer les composantes €5, €y, £y €n
fonction de €4, e, .

o

AA
V\U:v

—45°

Septembre 2011 209 / 250



3¢ d extensométrie

Mesure des déformations par

Correction
Question 1 - On applique la formule

§(n) = {n} [e] {n}

avec

I

S R EE - A ISR i SRS
0

Eyz  Ey
On obtient le systeme
8 (a) = {na} [e] {na} = 5 (e +&y) — €y = 0
§ () ="{m} ] {m} = ez =
8 (fc) = {nc} el {ne} = 5 (ex +&y) + ey = €0

3 3

3
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Mesure des déformations par extensométrie [SHBITTHIIRIRITRNNS

Correction
Question 1 - On applique la formule

§(n) = {n} [e] {n}

avec

A= =20y 2 =
1 0

[\]
S
=

2
Eye Ey

On obtient le systeme
5 (e) = {na} 6] (ma) = & (e 2) — ey = 2
§ () ="{m} ] {m} = ez =
8 (fc) = {nc} el {ne} = 5 (ex +&y) + ey = €0

On peut obtenir les mémes équations en utilisant le relation (34a) de la fagon suivante

2
0=0=-20=0—¢, =¢cp =€,

s ™
9:—Z:>—20:+7—>€n:6a=%(ew—|—€y)—5w

9:+%:>—20:—%—>5n:£c:%(51+sy)+ezy

Septembre 2011 210 / 250

F. PETITIEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE



Mesure des déformations par extensométrie [sHBITTHIGRIIRIT

Question 2 - Résolution du systeme linéaire

En combinant les équations (1)+(3), on obtient
€s+&y =€a+ec
et avec 1’équation (2), on trouve
Ey =€qatEc—€p

Avec la combinaison (3)-(1) on obtient directement

Ec —€Ea
2

Eay =

Septembre 2011
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Mesure des déformations par extensométrie [sHBITTHIGRIIRIT

Question 2 - Résolution du systeme linéaire
En combinant les équations (1)+(3), on obtient
€s+&y =€a+ec
et avec 1’équation (2), on trouve
Ey =€qatEc—€p
Avec la combinaison (3)-(1) on obtient directement

Ec —€Ea
2

Eay =

Bilan.

Les formules permettant de dépouiller une rosette a 45° sont :
€z = €b

Ey =€q tEc—Ep

Eoy = % (ec — €4q)

Septembre 2011
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Chapitre IV - Comportement des matériaux

Objectif : définir la loi de Hooke généralisée

Sommaire

© Comportement des matériaux

@ Loi de comportement élastique

© Interprétation des coefficients d’élasticité
© Formulation ingénieur

@ Cas de I'élasticité plane
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Comportement des matéri

Plan du chapitre

© Comportement des matériaux
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Les matériaux homogenes, isotropes, élastiques, linéaires

Les relations que ’on établit entre contraintes déformations sont des lois empiriques
propres a chaque type de matériau.

Ces lois rentrent cependant dans des cadres précis. Dans ce cours, on s’intéresse aux
matériaux vérifiant les propriétés suivantes :
Homogénéité On suppose que les propriétés des matériaux sont identiques en tout

point du milieu continu.

Pour cela, il faut se placer a une échelle bien supérieure a la taille des hétérogénéités.
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Les matériaux homogenes, isotropes, élastiques, linéaires

Les matériaux homogenes, isotropes, élastiques, linéaires

Les relations que ’on établit entre contraintes déformations sont des lois empiriques
propres a chaque type de matériau.

Ces lois rentrent cependant dans des cadres précis. Dans ce cours, on s’intéresse aux
matériaux vérifiant les propriétés suivantes :

Homogénéité On suppose que les propriétés des matériaux sont identiques en tout

point du milieu continu.

Pour cela, il faut se placer a une échelle bien supérieure a la taille des hétérogénéités.

Type de matériaux

Type et taille des
hétérogénéités

Eléments de volume
caractéristique

Métaux et alliages

grain : 0,001 & 0,1 mm

0,5 x 0,5 mm

molécule : 0,01 &

Polymeres 0,05 mm 1x1x1mm
bois fibre : 0,1 & 1 mm 10 x 10 x 10 mm
béton granulats : 10 mm 100 x 100 x 100 mm
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Isotropie La relation force-déplacement du matériau doit étre la méme quelque soit
la direction de sollicitation.

Les matériaux comportant des directions matérielles privilégiées, par la présence de
fibres par exemple (composites, bois) sont anisotropes (isotrope transverse,
orthotrope,....).
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Isotropie La relation force-déplacement du matériau doit étre la méme quelque soit
la direction de sollicitation.

Les matériaux comportant des directions matérielles privilégiées, par la présence de
fibres par exemple (composites, bois) sont anisotropes (isotrope transverse,
orthotrope,....).

Elasticité La transformation du matériau est parfaitement réversible. D’un point de
vu thermodynamique, on dit qu’il n’y a pas dissipation d’énergie.

Cette propriété est en général vraie pour de faibles chargements.

@ Si l'on charge un matériau métallique au-dela d’une valeur seuil, des
déformations irréversibles apparaissent : ce comportement (élastoplastique) n’est
pas réversible.

o Pour les bétons (et certains composites), une charge trop élevée entraine une
fissuration de la matrice et par suite une diminution de la raideur. Ce
comportement élastique-endommageable n’est pas réversible.
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Linéarité Si ’on se place au voisinage de la configuration d’équilibre, on peut
approcher la relation force-déplacement par une relation linéaire.

Pour les matériaux métalliques on suppose en général que la relation force
déplacement est linéaire dans le domaine des déformations réversibles .

Cette approximation est d’autant plus vraie que le matériau a un comportement
fragile (rupture brutale), par exemple les aciers a haute limite d’élasticité, les
céramiques).

Septembre 2011
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Linéarité Si ’on se place au voisinage de la configuration d’équilibre, on peut
approcher la relation force-déplacement par une relation linéaire.

Pour les matériaux métalliques on suppose en général que la relation force
déplacement est linéaire dans le domaine des déformations réversibles .

Cette approximation est d’autant plus vraie que le matériau a un comportement
fragile (rupture brutale), par exemple les aciers & haute limite d’élasticité, les
céramiques).

Cette restriction n’est plus vraie dans le cas des élastomeéres, ils admettent de
grandes déformations réversibles mais non linéaires en fonction de la charge.

22 T T T T T T

2
1.8
1.6
1.4
1.2

1
0.8
0.6
0.4
0.2

F/So

4.5
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Loi de comportement élastique

Plan du chapitre

© Loi de comportement élastique




Loi de comportement é

Définition d’un matériau élastique isotrope

Matériaux élastique
Définition

Un matériau est dit élastique si, en tout point M et a chaque instant, les valeurs du
tenseur des contraintes ¢ sont entiérement déterminées par la seul connaissance du
tenseur des déformations en ce point et a cet instant.

g (t) = F (€(1))
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Loi de comportement é Définition d’un matériau élastique isotrope

Matériaux élastique

Définition
Un matériau est dit élastique si, en tout point M et a chaque instant, les valeurs du

tenseur des contraintes ¢ sont entiérement déterminées par la seul connaissance du
tenseur des déformations en ce point et a cet instant.

g (t) = F (€(1))

Autrement dit, I’état de contrainte ne dépend pas de I'histoire des déformations
(comme la plasticité) mais uniquement des valeurs actuelles des déformations.
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Matériaux élastique

Définition
Un matériau est dit élastique si, en tout point M et a chaque instant, les valeurs du

tenseur des contraintes ¢ sont entiérement déterminées par la seul connaissance du
tenseur des déformations en ce point et a cet instant.

g (t) = F (€(1))

Autrement dit, I’état de contrainte ne dépend pas de 'histoire des déformations
(comme la plasticité) mais uniquement des valeurs actuelles des déformations.

En exprimant les principes thermodynamiques (premier et second principe) on
montre qu’il existe un potentiel thermodynamique, c’est & dire une fonction
Y : € = 1 (€) a valeur réelle, telle que la loi de comportement dérive de ce potentiel :

5O=22@ (36)
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Matériaux élastique

Définition
Un matériau est dit élastique si, en tout point M et a chaque instant, les valeurs du

tenseur des contraintes ¢ sont entiérement déterminées par la seul connaissance du
tenseur des déformations en ce point et a cet instant.

g (t) = F (€(1))

Autrement dit, ’état de contrainte ne dépend pas de I’histoire des déformations
(comme la plasticité) mais uniquement des valeurs actuelles des déformations.

En exprimant les principes thermodynamiques (premier et second principe) on
montre qu’il existe un potentiel thermodynamique, c’est & dire une fonction
Y : € = 1 (€) a valeur réelle, telle que la loi de comportement dérive de ce potentiel :

5&=9L@ (36)

Remarque :

Le terme % définit un tenseur d’ordre 2 dont les composantes, dans une base

orthonormées (&;), sont
_ o

il e®e

0g (E) N aé-fij
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Loi de comportement é Définition d’un matériau élastique isotrope

Matériau élastique isotrope

Si le matériau est isotrope, c’est-a-dire s’il ne dépend pas de directions matérielles
privilégiées (a la différence des composites) alors nécessairement le potentiel
thermodynamique est une fonction isotrope de &.
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Loi de comportement é Définition d’un matériau élastique isotrope

Matériau élastique isotrope

Si le matériau est isotrope, c’est-a-dire s’il ne dépend pas de directions matérielles
privilégiées (a la différence des composites) alors nécessairement le potentiel
thermodynamique est une fonction isotrope de &.

En application du théoréme de représentation (cf. poly), on peut écrire

¢ (&) = ¢ (J1, J2, Js)

ol les I, Iz, I3 sont les invariants de £ définis par

J1 = trf, Jo = %tr§27 J3 = %tr&:ﬁ)
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Matériau élastique isotrope

Si le matériau est isotrope, c’est-a-dire s’il ne dépend pas de directions matérielles

privilégiées (a la différence des composites) alors nécessairement le potentiel
thermodynamique est une fonction isotrope de &.

En application du théoréme de représentation (cf. poly), on peut écrire

w (g) = ¢ (J17 ‘]27 ‘]3)
ol les I, Iz, I3 sont les invariants de £ définis par

J1 = trf, Jo = %tr§27 J3 = %tr&ﬁ

On montre facilement que

0.

a1 %2 g

o)
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Matériau élastique isotrope

Si le matériau est isotrope, c’est-a-dire s’il ne dépend pas de directions matérielles
privilégiées (a la différence des composites) alors nécessairement le potentiel
thermodynamique est une fonction isotrope de &.

En application du théoréme de représentation (cf. poly), on peut écrire

w (g) = ¢ (J17 ‘]27 ‘]3)
ol les I, Iz, I3 sont les invariants de £ définis par

J1 = trf, Jo = %tr?{ J3 = %t[‘?

On montre facilement que

o _
% _

9 7 92 _ ¢

o)

En application de la relation (36) on obtient la formulation générale suivante :

5= i, 0 0¥
(&)= 8J11+8J2€+6J35 (37)
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Loi de comportement él

Matériau élastique isotrope linéarisé : loi de Hooke

On est dans le cas de 'hypothese des petites perturbations (HPP) et donc en
particulier

llell <1

On cherche donc a linéariser la loi élastique générale précédente.

F. PETITJE ELASTICITE




Loi de comportement i Loi de Hooke

Matériau élastique isotrope linéarisé : loi de Hooke

On est dans le cas de 'hypothese des petites perturbations (HPP) et donc en
particulier

lell <1
On cherche donc a linéariser la loi élastique générale précédente.

Idée :

Ecrire la fonction 1 (£) sous la forme de son développement limité en 0 en se limitant
aux termes du second degré des composantes de £; il ne doit dépendre que des
invariants de &€

Y (J1, J2, J3) =9 (trg, %tr§2 ltrsz“o’)

73
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Matériau élastique isotrope linéarisé : loi de Hooke

On est dans le cas de 'hypothese des petites perturbations (HPP) et donc en
particulier

lell <1
On cherche donc a linéariser la loi élastique générale précédente.

Idée :

Ecrire la fonction 1 (£) sous la forme de son développement limité en 0 en se limitant
aux termes du second degré des composantes de £; il ne doit dépendre que des
invariants de &€

¢ (1, J2, J3) = b (tr8, 2trd%, L4r%)
e P i L 0y LY o) e
~ ¢ (0) + o (0) tré + 307 (0) tre” + 2072 (0) (tre)
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Loi de comportement i Loi de Hooke

Matériau élastique isotrope linéarisé : loi de Hooke

On est dans le cas de 'hypothese des petites perturbations (HPP) et donc en
particulier

lell <1
On cherche donc a linéariser la loi élastique générale précédente.

Idée :

Ecrire la fonction 1 (£) sous la forme de son développement limité en 0 en se limitant
aux termes du second degré des composantes de £; il ne doit dépendre que des
invariants de &€

Y (J1, J2, J3) =9 (trg, %tr§2 ltr5=3)

73

N W o o 1O s 18 o
_zp(O)-l-ale(O)trs—kgafJQ(O)trs +587‘]12(0)(t1‘6)

~ 3 (0) + 0%trE + % (tr8)? + ptrE?

ot 6%, \, i sont des constantes scalaires.
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Matériau élastique isotrope linéarisé : loi de Hooke

Loi de comportement est obtenue par dérivation selon la formule (36) :

%(5):00%(5:T)+%%(5:T)2+2,u5%(5:§)

=00l + A (trd) 1 4 2ué

On suppose de plus qu’a déformation nulle le matériau est non contraint, ce qui
correspond & prendre ¢° = 0.

On a alors le résultat suivant :
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Loi de comportement i Loi de Hooke

Matériau élastique isotrope linéarisé : loi de Hooke

Loi de comportement est obtenue par dérivation selon la formule (36) :

%(E):Uo%(gzi)—i—%%(f:T)2+2u%(5:§)

=00l + A (trd) 1 4 2ué

On suppose de plus qu’a déformation nulle le matériau est non contraint, ce qui

correspond & prendre ¢° = 0.
On a alors le résultat suivant :

Loi de Hooke

La loi de comportement linéarisé d’un matériau isotrope est donnée par
& (&) = A (trd) 1+ 2ué

les scalaires A, uu sont appelés les coefficients d’élasticité de Lamé.

(38)
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Loi de comportement élastique [Se}ieENE (oY) L)

Autres expressions de la loi de Hooke

En décomposant les tenseurs en leur partie sphérique et déviatorique, on peut écrire
la loi de Hooke sous la forme suivante

1
om = (BA\+2u)enm Y WD WA
B B — " (39)
5 = 2ue T
2p

Cette formulation en partie sphérique et déviatorique a I'avantage de pouvoir étre
trés facilement inversée.
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Energie de déformation élastique

Loi de comportement

Energie de déformation élastique

La puissance volumique des efforts intérieurs est donnée par (Ch. IV)

Hdef g

En utilisant la loi de Hooke, c’est-a-dire la linéarité de la relation € — &, on peut

montrer que
Muy = =L 5:5)
YA

Soit Wyer I'énergie de déformation du volume unité engendrée par les forces
extérieures entre I’état naturel & I'instant 0 (et instant (i.e €(0) = 0) et P'instant

actuel ¢ :
¢ ;o1 oy 1o C
WdefZ/Hdefdt 27[5'151027(_7215
o 2 2
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Loi de comportement élastique

Energie de déformation élastique

D’ou le théoreme :

Théoreme

L’énergie de déformation du volume unité engendrée par les forces extérieures ne
dépend que de [’état actuel et elle est donnée par

—_

Waef = =0 : €

[\

(40)
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Interprétation des coefficients d'élasticité

Compression uniforme
Enonce du probleme :
Soit un corps élastique, homogéne isotrope, occupant une région 2.

On suppose que le solide est plongé dans un liquide exer¢ant une pression constante p
et on néglige les forces de pesanteur.

Les composantes sont rapportées 4 un systéme de coordonnées cartésiennes (0z;1373).
On cherche & déterminer le champ de contrainte & (M) statiquement admissible et

d’obtenir une relation entre la pression p et la variation de volume sy . La résolution
comporte 3 étapes.
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ation des coefficients d’élasticité

Etape 1 - Résolution du probleme d’équilibre
La densité de force exercée par le fluide en tout point M de la surface du solide est

7° (M) = —pn ol 7 est le normale en M a 9
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Interprétation des coefficients d’élasticité [@I3seyIaEETIMRIR RIS eTS]

Etape 1 - Résolution du probleme d’équilibre
La densité de force exercée par le fluide en tout point M de la surface du solide est

7° (M) = —pn ol 7 est le normale en M a 9

La forme du tenseur sur le contour est donnée par la condition de raccordement :

G

n=F =—pn sur 00 (oi5n; = —pn) (41)
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SER TS oSN MIEEATif M Compression uniforme

Etape 1 - Résolution du probleme d’équilibre

La densité de force exercée par le fluide en tout point M de la surface du solide est
7° (M) = —pn ol 7 est le normale en M a 9

La forme du tenseur sur le contour est donnée par la condition de raccordement :

A=F = —pn sur O (oyn; = —pn;) (41)

Qi

En I'absence de force de volume ’équation d’équilibre devient

divc =0 dans Q (adij = O) (42)

8$j
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Interprétation des coefficients d’éla: 118 Compression uniforme

Etape 1 - Résolution du probleme d’équilibre

La densité de force exercée par le fluide en tout point M de la surface du solide est
F" (M) = —pn ou 7 est le normale en M & 09

La forme du tenseur sur le contour est donnée par la condition de raccordement :

A=F = —pn sur O (oyn; = —pn;) (41)

Qi

En I'absence de force de volume ’équation d’équilibre devient

s o= O _
dive =0 dans Q ( oz O) (42)

Ainsi, le champ de contrainte homogene (constant)

Qi
Qi

(M)=5&=-pl (04 =—pdy)

vérifie & la fois ’équation d’équilibre (42) et les conditions limites (41), il est donc
statique admissible (SA).
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Etape 2 - Calcul de la loi de volume

En utilisant la loi de Hooke sous la forme (39) on peut déterminer I'expression de &

en fonction de p :

_ 1 _ gtd P
T2 T 32 3t 2
1. 1 .
ézﬂszﬂ(é—g(tra)l):o

Le tenseur des déformations est donc purement sphérique

__ P 3
3A+2p

o

F. PETITIEAN (Génie Mécanique) ELASTICITE
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Interprétation des coefficients d’éla: 118 Compression uniforme

Etape 2 - Calcul de la loi de volume

En utilisant la loi de Hooke sous la forme (39) on peut déterminer I'expression de &
en fonction de p :

_ 1 _ gtd P
T2 T 32 3t 2
1. 1. _
E:ﬂ§:ﬂ(6—%(tra)l):0

Le tenseur des déformations est donc purement sphérique

__ P 3
3A+2p

o

On a d’apres 'expression de la déformation volumique

_AV—dVo _, - 3
T ave T Tyt

Ev
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Interprétation

Etape 2 - Calcul du champ de déplacement
Par définition

s=1 (Vu+ Vu) = ey = 1 (5'u¢
2 2 \ 0z,
On a donc 6 équations différentielles
?)Z: = _ﬁ i=1,2,3
oot 43

F. PETITJEAN
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Interprétation des coefficients d’élasticité P@Ie3es] ety sIRIEbHe Sl )

Etape 2 - Calcul du champ de déplacement

Par définition

= L(T+T) o= ey=p(2u4 2y
_2 U_2 6zj 81:,

On a donc 6 équations différentielles

8ui P .
= i=1,23

o Gx+2p) - 0°

8114' 8Uj _ . .

c’)xj + 895, =0 ! 76 J

En intégrant, on obtient un champ de déplacement défini & une constante additive
pres

N N
u(z) = (3/\+2ﬂ)x+)\+w/\x

X vecteur de translation arbitraire

w vecteur de rotation arbitraire
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Interprétation des coefficients d’él 118 Compression uniforme

Interprétation

Le calcul de la variation de volume d’un solide chargé par une pression uniforme fait
apparaitre la constante

_3A+2u

3

K

Cette constante est appelée le module de rigidité a la compression (bulk
modulus).

F. PETITIEAN (

Septembre 2011 230 / 250
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Interprétation

Le calcul de la variation de volume d’un solide chargé par une pression uniforme fait
apparaitre la constante

_3A+2u

K
3

oy 2

Cette constante est appelée le module de rigidité & la compression (bulk
modulus).

On a le résultat suivant :

Proposition

Pour une pression p donnée la variation de volume est inversement proportionnelle
au module de rigidité a la compression K :

3A+2u

Ev:—%avecKz 3
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Interprétation des coefficients d’éla: 118 Compression uniforme

Interprétation

Le calcul de la variation de volume d’un solide chargé par une pression uniforme fait
apparaitre la constante

_3A+2u

K
3

Cette constante est appelée le module de rigidité & la compression (bulk
modulus).

On a le résultat suivant :

Proposition

Pour une pression p donnée la variation de volume est inversement proportionnelle
au module de rigidité a la compression K :

La constante G = 1 est appelée le module de cisaillement (shear modulus)
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Interprétation des coefficients d'élasticité

Traction simple

On cherche & exprimer les grandeurs classiques F,v en fonction de coefficients de
Lamé A, u de la loi de Hooke (38).

On s’intéresse pour cela & 1'essai de traction sur une poutre cylindrique de longueur L
limitée par les deux sections droites Si, Sa.

On suppose que la surface latérale du cylindre est libre de contrainte et on néglige les
forces de volume.

On se place dans un systéme de coordonnées cartésiennes Ozizax3. La résolution se
déroule de 2 étapes.
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Interprétation des coefficients d’élasticité FMEENGITSMSE I

Etape 1 - Résolution du probleme d’équilibre

On cherche tout d’abord & déterminer le champ de tenseur & (M) vérifiant le
probleme d’équilibre :
dive =0 dans Q

et les conditions limites : -
F° (M), Me€oQ

on =
soit
on=—Fe sur$;
o.n=Fe sur S
an=0 sur S3
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Interprétation des coefficients d Traction simple

En explicitant ces relations en fonction des composantes o; du tenseur des
contraintes, on obtient

11 =F, 021 =031 =0 sur Sp
o1 =F, 091 =031 =0 sur S
gi2n2 +0oi3ng =0, i =1,2,3 sur S

Ces conditions nous incitent & proposer le champ de contrainte uniforme
c(M)=c=Fer®e

Ce champ vérifie les équations d’équilibre et les CL : il est donc statiquement
admissible.

Remarque : les directions Oz, Oxz, Ox3 sont principales; en particulier, toute
direction orthogonale a e; est principale.

Septembre 2011
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Interprétation d

Etape 2 - Calcul des champs de déformation et déplacement
En développant la loi de Hooke donnée par (38) on obtient les équations

o11 = F = Mré + 2uenn (a)
022 = 0 = \tré + 2/1522 (b)
033 = 0 = \Mtré + 2[1533 (C)

oy =0=2pue; i #j (d)

ELASTICITE



Interprétation des

Traction simple

Etape 2 - Calcul des champs de déformation et déplacement
En développant la loi de Hooke donnée par (38) on obtient les équations

011 = F = Mré + 2uenn
022 = 0 = Mré + 2ueg2
o33 = 0 = \Mtré + 2[1533

oy =0=2uey i #j

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)

(a)
(b)
(c)
()

(d) = €45 =0
r F
(a)_(b) = Ell—«Szz—E{:}ggzz_gu_ﬂ
(b) - (C) < 2# (522 - 533) =0 e99 — €33

(a) & (A+2p)enn+A(g22+e33) =F

ELASTICITE Septembre 2011 234 / 250



Interprétation des coefficients d’élasticité EMEENGRT)IEEeREeI LS

Etape 2 - Calcul des champs de déformation et déplacement
En développant la loi de Hooke donnée par (38) on obtient les équations

o11 = F = Mré + 2uenn (a) (d) =e¢e5=0
0= Atré+2 (b) (a) = (b) & en—e .
092 = 0 = Atré e - 11— €22 = ~— 22 = €11 — 5—
22 HE22 2 20
o33 = 0= Atré + 2uess  (c) (b) —(c) © 2u(e22 —€33) =0 & €22 = €33
0y =0=2uc; 1 #j (d) (a) & A+2p)eir+A(eaa+e33)=F

A partir des équations lignes 2 et 4 on tire

A

D’ou les résultats finaux

#
20 (3N + 2p)

A+ p
AN B —
€11 = (3)\+2 ) ; €22 = €33 =

Fiey=0i1#j
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Interprétation des fficients EEBIT Traction simple

Etape 2 - Calcul des champs de déformation et déplacement
En développant la loi de Hooke donnée par (38) on obtient les équations

o11 = F = Mré + 2uenn (a) (d) =e¢e5=0
0= Atré+2 (b) (a) = (b) & en—e .
092 = 0 = Atré e - 11— €22 = ~— 22 = €11 — 5—
22 HE22 2 20
o33 = 0= Atré + 2uess  (c) (b) —(c) © 2u(e22 —€33) =0 & €22 = €33
0y =0=2uc; 1 #j (d) (a) & A+2p)eir+A(eaa+e33)=F

A partir des équations lignes 2 et 4 on tire

A

D’ou les résultats finaux

A4 p A

pB 2 T T oo Y #9

€11

On obtient le champ de déplacement par intégration directe, a une constante additive
pres :

Ul = €112%1, U2 = €22%2, U3 = £33T3
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Interprétation d

L’allongement de la poutre est donnée par le déplacement d’un point extrémité, par
exemple (L, 0,0), soit

A+ p

AL = L = L= —r ———
ur (L,0,0) = e 3 T 20

FL

F. PETITIEAN que ELASTICITE



Interprétation des coefficients d’éla {18 Traction simple

L’allongement de la poutre est donnée par le déplacement d’un point extrémité, par
exemple (L, 0,0), soit

A+ p
AL = L,0,0) =ennL = —/—~——F=FL
w1 (L,0,0) = &1 3 T 20
Alors 'allongement unitaire est
AL A4 p
& = €11 =
L (3N +2p)

Les grandeurs F et v sont introduites lors d’un essai de traction par les relations

F:Eg,,/:_gﬂ
L €11

On détermine donc immédiatement les correspondances

E:u(3)\+2,u),l/: A
A+ 2+ p)
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Interprétation des coefficients d’élasticité

Compléments

L’expérience montre que les grandeurs K, F et v sont toujours, on a donc

A4 p A
3X+2v >0, >0,
v (3N +2p) A4

>0

Donc, nécessairement,

A>0, u>0
Comme
0<L<1
A+p
on a la condition
O<1/<1
2
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Relations entre les coefficients d’élasticité

En élasticité linéaire isotrope, la relation contrainte - déformation est donnée par :
-1 - Vv _\ = _ = -
F= ;V&—E(tr&)l ou &= A(trd) 1+ 2ué

et en notation indicielle :

1+v v
E

gij — fO'kk&j ou oy = )\5kk§ij + 2puei;

Eij = B
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Interprétation des coefficients d’éla 178 Relations entre les coefficients d’élasticité

Relations entre les coeflicients d’élasticité

En élasticité linéaire isotrope, la relation contrainte - déformation est donnée par :

5— = (tr&)1 ou & =A(trd) 1+ 2ué

et en notation indicielle :

14+v v
TUU — Eakkéij ou oy = )\Ekk(sij + 2#8@
Relations entre les coefficients élastiques :

Coefficients de Lamé :

Eij =

vE ] E

AT =2 T30+

Module d’Young et coefficient de Poisson :

_pBAF2w) A
Ap 2(A+p)

Module de compressibilité (Bulk modulus)

3K =3\+2u=

1—-2v

ie Mécanique) ELASTICITE Septembre 2011
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Formulation ing

Traction selon 3 axes

Objectif : construire la loi de Hooke & la main par une approche ingénieur.

On considére un volume élémentaire dr x dy x dz orienté selon les directions

Oz, Oy, Oz du repére.

On soumet la face de normale & A une contrainte normale o.

On observe un allongement suivant la direction Oz et une contraction suivant les

deux autres directions :

€y
1
e = 1o, dz
E
v 1"
Ey = —VEz = —EJI dy |
v "
£, = —VEL = _EU: €z
z, dz

E désigne le module d’Young et v le coefficient de Poisson.
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BRI RRIIENSTR IR er-{h b INibl Traction selon 3 axes

On procede de méme pour les deux autres direction.

On peut synthétiser les résultats obtenus dans le tableau ci-dessous.

Traction Traction Traction
suivant Oz suivant Oy suivant Oz
. . . 1 v v
déformation suivant Oz € = 500 € =~ L0y €2 = — 50z
déformation suivant O v L v
éformation suivan gy = ——0 €y = =0 ey =——0
Y y £ y £ y o
p . . v v 1
déformation suivant Oz £, = —Eaz €, = —Eo'y £, = Eaz
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Formulation in G)t8 Traction selon 3 axes

Pour obtenir la loi de Hooke bi et tridimensionnelle on applique le principe de
superposition justifié par la linéarité de la réponse.

On obtient
ox UV
6IZE_E(Uy+UZ)
_ 9% v
ey_E E(Uz+az)
€ —2—5(0 + oy)
Z_E E x Yy

Septembre 2011
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Formulation ingénieur

Cisaillement

On applique une contrainte de cisaillement o, sur notre élément de volume et on
obtient E
Oxzy
Epqy=—— avecG=_——
P Ye 2(1+v)

ou encore,

e

G est appelé le module de cisaillement.

On procéde de méme pour les deux autres plans avec les contraintes oy, et oz, et on

obtient
_ Oyz Trz

ER D Ye]

Eyz

ELASTICITE




Superposition

Formulation ingénieur

Superposition

En superposant les sollicitations précédente, on retrouve la loi de Hooke généralisée :

I v

Cette relation linéaire peut étre inversée :

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)

Oy =

Oy =

o, =

Ex:f—f(ay'i'az)
oy v

ey = — — = (0 + 0,

YT R E( ) aLvecGZL
_2_1(0 o) 2(1+v)
.= — g oatoy

=9 . . =Ty T
5xy_2G76yz 2 ) € 2G

B l—vetv(e +e)]

T+ -2) B
B -y e tv(ete)]
(1+v)(1—2) o
B (- v)e (et

A0 (1-2) o

E
Oy = 2Gegy; 0y, = 2Gey, ; 0 =2Ge,, avec G = m

ELASTICITE Septembre 2011
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Plan du chapitre

@ Cas de I'élasticité plane




Cas de l’élasticité plane

Etat de contrainte plane

Etat de contrainte plane

Le champ de contrainte en contrainte plane est de la forme :

‘ Le champ de contrainte

Le champ de déformation

Oz Oz O
[o] = |oye o0y O
0 0 0

[e] =

Ex

Eyz
0

€zy O
gy 0
0 e

Loi de Hooke :

\ Contrainte — déformation

déformation — Contrainte

R

Tz = an an
1 v

Ey = an — EO'Z
14

e: =~ (02 +0y)
g

=5

Oy =

Oy =

1—-v
m (€y+l/€x)

Ouy = 2Geyy

5 (€z +vey)

nie Mécanique)
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sticité plane

Etat plan de déformation
Le champ de déformation en déformation plane est de la forme :

Etat de contrainte plane

‘ Le champ de déformation ‘

Le champ de contrainte

€z Ezy O
le] =

€y €y O
0 0 0

Loi de Hooke :

Contrainte — déformation \

déformation — Contrainte \

E
0y = (EDED) [(1—v)e, + vey
oy = £ (1 =v)e, +ve,

1+v)(1-2v)
o, =v(os +0y)

Ozy = 2Geygy

|

1

Ec = —g,y((l—l/)az—uay)
1+v

Ey = B (1=v)oy —voy)
_ Oay

BT

F. PETITIEAN (Génie Mécanique)

ELASTICITE

Septembre 2011 246 / 250



[SERRIEEIMGIT R IEN NN Etat de contrainte plane

Exercice

Exercice 5.5 Dépouillement d’une rosette a 45°

Sur un matériau élastique de caractéristique E, v est collée une rosette a 45° orientée
comme indiqué sur la figure.

On note respectivement £,, ¢, €. les mesures fournies par les 3 jauges.

Y

45°

—
o

o

A

—~

—45°

@ Calculer les composantes o, 0y, 04y du tenseurs des déformations dans le repere
(Ozyz) en fonction de e,, €5, &.

Indication : reprendre les résultats de l’exercice (voir poly)

@ En déduire la déformation transversale €.,
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ST MIERAM Etat de contrainte plane

Correction

Question 1 - Les formules permettant de dépouiller une rosette a 45° sont :

Ex = €b
Ey =€qatEc—€p

1
ery = 3 (ec — 4)
En combinant avec les formules du cours :

E

Ogp = m (Ez + l/€y)
E

%y = 1,2 (ey +vea)

Oay = 2Geygy

Septembre 2011
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sticité plane

on obtient
FE

1= [(1—v)er +v(ea+ec)]

Oy =

E
ay:m[sa—l—sc—(l—u)ab]

ooy = G (ec — €4a)

F. PETITJEAN ique ELASTICITE



Cas de I’élasticité plane

on obtient

0r = ———[(1=v)ey + v (ca +20)]

Question 2 - Déformation transversale est donnée par

v

E(Uw+‘7y):_

€z = (50, +5c)

14+v
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