
Mécanique des Structures I
I3-5

Solides Élastiques
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Mécanique des Structures I : Contenu de la formation
pour la partie Élasticité

4 séances de cours (8 heures)

I Cours vidéo-projeté

I Support de cours à compléter

3 séances de TD par 1/3 de promo

Déroulement : cours, cours, TD, cours, TD, cours

Examen : 2 heures sans support de cours

3 séances de TP avec préparation et compte rendu à remettre en fin de séance

I Essais de traction et extensométrie

I Tube instrumenté en flexion-torsion

I Demi-anneau en contrainte plane

Ce cours se prolonge en I3-6 dans MdS-2
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I Essais de traction et extensométrie

I Tube instrumenté en flexion-torsion

I Demi-anneau en contrainte plane

Ce cours se prolonge en I3-6 dans MdS-2
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Sommaire du cours

Introduction à l’élasticité

Chapitre 1 - Équations d’équilibre

Chapitre 2 - Contraintes

Chapitre 3 - Déformations

Chapitre 4 - Comportement des matériaux
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Introduction à l’élasticité

Objectif : montrer l’intérêt de cette discipline en présentant des
applications et son utilisation dans les projets du département.

Sommaire

1 Qu’est-ce que l’élasticité

2 Expériences de traction

3 Photoélasticimétrie

4 Projets du département Génie Mécanique
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Qu’est-ce que l’élasticité

Plan du chapitre

1 Qu’est-ce que l’élasticité

2 Expériences de traction

3 Photoélasticimétrie

4 Projets du département Génie Mécanique
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Qu’est-ce que l’élasticité

Qu’est-ce que l’élasticité
Elle vise l’étude des corps solides dont les déformations sont réversibles (élastiques).
Ces corps peuvent être 1d (théorie des poutres), 2d (théorie des plaques) ou 3d (cas
général).

Système de levage, peut être modélisé par des poutres (approche RdS)

Aube de turbine, modélisation 3d et résolution par calculateur
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Qu’est-ce que l’élasticité
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Expériences de traction

Plan du chapitre

1 Qu’est-ce que l’élasticité

2 Expériences de traction

3 Photoélasticimétrie

4 Projets du département Génie Mécanique
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Expériences de traction Traction uniaxiale

Expériences de traction : traction uniaxiale

S0

L

L’expérience de traction sur un métal fait apparâıtre une relation
linéaire entre la force appliquée F et l’allongement de l’éprouvette
u = L− L0 :

F = k × u

Comme l’effort normal N = F est uniformément réparti sur la
section droite d’aire S , on peut définir la contrainte uniaxiale par

σ =
N

S0
(1)

De même, l’allongement étant homogène sur toute la longueur de
l’éprouvette, on peut définir l’allongement unitaire par

ε =
u

L0

De la relation (1), on tire

σ =
N

S0
=

kL0

S0

u

L0
= Eε

qui est la loi de Hooke uniaxiale. Ces grandeurs on été définies dans le cours de
résistance des structures (I1, I2).
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Expériences de traction Traction biaxiale

Expériences de traction : traction biaxiale

Qu’en est-il si l’on réalise une traction suivant deux directions orthogonales ?

La réponse est donnée dans ce cours et bien d’autres choses encore...
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Expériences de traction Traction biaxiale

Comparaison RDS - Élasticité

Résistance des structures (RdS) ←→ Mécanique des milieux continus (MMC)

MMC RdS

Hypothèses Cas général solide 3D Géométrie 1D

Domaine d’intérêts Mécanique théorique Approche ingénieur

Usage
A la base des logiciels de

calculs (MEF)
Calculs simplifiés

(prédimensionnement)
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Expériences de traction Traction biaxiale

Comparaison RDS - Élasticité
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Photoélasticimétrie

Plan du chapitre

1 Qu’est-ce que l’élasticité

2 Expériences de traction

3 Photoélasticimétrie

4 Projets du département Génie Mécanique
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Photoélasticimétrie

Mesure du champ de déformation par photoélasticimétrie

Essai de traction, éprouvette avec 2 congés différents
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Photoélasticimétrie

Mesure du champ de déformation par photoélasticimétrie

Essais de compression sur une plaque

Appuis ponctuels Appuis répartis
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Photoélasticimétrie

Mesure du champ de déformation par photoélasticimétrie

Flexion d’une poutre console

F. Petitjean (Génie Mécanique) Élasticité Septembre 2011 12 / 250



Projets du département Génie Mécanique

Plan du chapitre

1 Qu’est-ce que l’élasticité

2 Expériences de traction

3 Photoélasticimétrie

4 Projets du département Génie Mécanique
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Projets du département Génie Mécanique Airbus - Dépliage de cornières

Airbus - Dépliage de cornières - Modèle CAO
Objectif : Évaluer et comparer les méthodes Airbus de prédimensionnement
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Projets du département Génie Mécanique Airbus - Dépliage de cornières

Airbus - Dépliage de cornières - Essais de traction
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Projets du département Génie Mécanique Airbus - Dépliage de cornières

Airbus - Dépliage de cornières - Modèle éléments finis
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Projets du département Génie Mécanique Airbus - Panneaux Isogrid

Airbus - Panneaux Isogrid - Situation

Objectif : développer une nouvelle structure du mat réacteur (gain de masse)
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Projetsdud́epartement Ǵenie Ḿecanique Airbus- PanneauxIsogrid

Airbus-PanneauxIsogrid-Éprouvetted’essai
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Projets du département Génie Mécanique Airbus - Panneaux Isogrid

Airbus - Panneaux Isogrid - Photos essais
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Projets du département Génie Mécanique Airbus - Panneaux Isogrid

Airbus - Panneaux Isogrid - Photos essais
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Projets du département Génie Mécanique Cnes - Ballons stratosphériques

Cnes - Ballons stratosphériques
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Projets du département Génie Mécanique Cnes - Ballons stratosphériques

Cnes - Ballons stratosphériques - Moyen d’essai biaxial (ICAM)
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Chapitre I - Équations d’équilibre

Objectifs :

1. Modéliser les efforts extérieurs et intérieurs

2. Établir les équations d’équilibre

Sommaire
1 Modélisation des efforts

2 Tenseur des contraintes de Cauchy

3 Équations d’équilibre

4 Exemples d’équilibre élastique

5 Équations du mouvement

6 Cas des Poutres
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Modélisation des efforts

Plan du chapitre

1 Modélisation des efforts
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Modélisation des efforts Notations vecteurs

Vecteurs et produit scalaire

On désigne par (ēi) = (ē1, ē2, ē3) une base de R3.

Un vecteur ū s’écrit :

ū =
∑
i

ui ēi ; ū = (ui) ; {u} =


u1

u2

u3


ui , i = 1, 2, 3, sont les composantes de ū dans la base (ēi).

Produit scalaire :
ū.v̄ =

∑
i

uivi = t{u} {v}

Exemple :

ēi .ēj = δij =

{
1 si i = j

0 autrement
(symbole de Kronecker)

Résultat indépendant du système de coordonnées, soit [Q ] matrice de rotation

t([Q ] {u}) [Q ] {v} = t{u}t[Q ] [Q ] {v} = t{u} {v}
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Un vecteur ū s’écrit :
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Modélisation des efforts Notations vecteurs

Vecteurs et produit tensoriel

Produit tensoriel :

ū ⊗ v̄ = {u} t{v} =

 u1v1 u1v2 u1v3

u2v1 u2v2 u2v3

u3v1 u3v2 u3v3


Exemple :

ēi ⊗ ēj =

j 0
... 0

. . . 1 . . .

0
... 0

i

Remarque : indépendant du système de coordonnées (à montrer).

Exercice Calculer les expressions suivantes∑
i=1,3

ēi ⊗ ēi ; (ēi ⊗ ēj ) .ēk ; t(ū ⊗ v̄)
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Modélisation des efforts Hypothèses géométrique

Hypothèses géométriques

La Mécaniques des Milieux Continus étudie les corps tridimensionnels.

Il n’y a pas d’hypothèse particulière sur le solide : Ω ∈ R3
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Modélisation des efforts Efforts extérieurs

Efforts extérieurs
On distingue 2 systèmes de forces

Forces de contour

F
s

(M ) , M ∈ ∂Ω

c’est une densité de force surfacique exercée sur élément
du contour ∂Ω de Ω d’aire élémentaire da ; elle représente
les actions de contact.

Force volumique

f
v

(M ) , M ∈ Ω

c’est une densité volumique de force agissant sur chaque
élément de volume élémentaire dΩ de Ω ; elle représente
les actions à distance.

Exemples de forces volumiques :

Forces de gravité : poids propre

f̄ v (M ) = ρ (M ) ḡ alors P =

ˆ
Ω

f̄ v (M ) dv = mḡ

Forces d’inertie : disque en rotation (en coordonnées polaires)

f̄ v (M ) = ρω2r
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Mod́elisationdesefforts Effortsint́erieurs

Effortsint́erieurs
PremierpostulatdeCauchy(principede
lacoupure):
EnunpointM quelconque,leseffortss’exeŗcant
surunsousdomaineΩint́erieur̀aΩseŕeduisent
àunedensit́esurfaciqued’effortsdecontact

df=T M,∂Ω da

exerćessurchaquéeĺementsdefrontìereda.

Cettedensit́ed́ependaprioridelaformelocale
del’interface∂Ω.

D́efinition

Ladensit́esurfaciqueT(M,∂Ω)̀atraversuneinterfaceint́erieur∂Ω estappeĺee
vecteurcontrainte.Ellemesureladensit́esurfaciqued’effortsexerćesàtraversla
faced’airedaetdenormalēnparlapartiesitúeeàl’ext́erieurdeΩ (signe+)surla
partiesitúeeàl’int́erieur(signe-).

Remarque:levecteurcontrainteestparfoisd́efinicommelalimite

T M,∂Ω =lim
da→0

df

da
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àunedensit́esurfaciqued’effortsdecontact

df=T M,∂Ω da
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Mod́elisationdesefforts Effortsint́erieurs

SecondpostulatdeCauchy:

LevecteurcontrainteT(M,∂Ω)repŕesentant
ladensit́ed’effortssurfacique,aupointM,exer-
ćeesurlesoussyst̀emeΩparlerestedumilieu,
àtraversuneinterface∂Ω,ned́ependquedela
normalen̄àlasurface

T M,∂Ω =T(M,̄n)

Remarques:

1 L’effortdecontactaupointM,àl’int́erieurdumilieu,estlem̂emepourdeux
interfacesdem̂emenormalemaisdecourburediff́erente.

2 Cettehypoth̀eseestenparticuliervraiepourunliquideexeŗcantunepression
−p̄nsurtoutesurfacedenormalen̄.

Pourunsolide,l’effortdecontactd́epend́egalementdelanormalemaisn’est
plusńecessairementorient́esuivantcettenormale(Cauchyparledepression
oblique).
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àtraversuneinterface∂Ω,ned́ependquedela
normalen̄àlasurface
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plusńecessairementorient́esuivantcettenormale(Cauchyparledepression
oblique).
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Mod́elisationdesefforts Effortsint́erieurs

ApriorilevecteurcontrainteT(M,̄n)estunefonctionquelconqueden̄.

Th́eor̀emedeCauchy

LevecteurcontrainteT(M,̄n)exerćesurlafaceint́erieuredumilieucontinud́epend
lińeairementdelanormalēnàcetteinterface:

T(M,n1̄e1+n2̄e2+n3̄e3)=n1T(M,̄e1)+n2T(M,̄e2)+n3T(M,̄e3) (2)

Principedel’actionŕeaction

Lapropríet́edelińearit́eduvecteurcontrainte
estconformeavecleprincipedel’action
ŕeaction:

T(M,̄n)=−T(M,−n̄)
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Tenseur des contraintes de Cauchy

Plan du chapitre

1 Modélisation des efforts

2 Tenseur des contraintes de Cauchy

3 Équations d’équilibre

4 Exemples d’équilibre élastique

5 Équations du mouvement

6 Cas des Poutres
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Tenseur des contraintes de Cauchy Tenseurs

Notion de tenseurs

Propriété

Les tenseurs ēi ⊗ ēj forment une base des tenseurs (euclidiens) d’ordre 2

Corrolaire

Un tenseur ¯̄σ (d’ordre 2) s’écrit :

¯̄σ =
∑
i,j

σij ēi ⊗ ēj ; ¯̄σ = (σij ) ; [σ](ēi ) =

 σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33


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F. Petitjean (Génie Mécanique) Élasticité Septembre 2011 33 / 250



Tenseur des contraintes de Cauchy Notation indicielle

Notation indicielle
Les écritures tensorielles utilisent intensivement les indices, certains étant fixes et
d’autres interviennent dans des sommations de 1 à 3 (indices répétés).

Il existe une convention d’écriture qui permet de simplifier les écritures :

Conventions

1 Un indice ne doit apparâıtre au plus 2 fois dans un monôme.

2 Si un indice apparâıt deux fois il est dit muet ; le monôme est alors sommé 3 fois
(pour l’indice de 1 à 3).

3 Si un indice apparâıt une fois il est dit libre ; tous les monômes dans une
expression doivent avoir les mêmes indices libres.

Exemples :
ū = ui ēi ; ū.v̄ = uivi

¯̄σ = σij ēi ⊗ ēj ; ¯̄σ.n̄ = σij nj ēi ; tr¯̄σ = σkk

(ēi) base propre de ¯̄σ ⇔ ¯̄σ = σii ēi ⊗ ēi

ū = ēi ⇒ vecteur ū = vecteur ēi , sans intérêt !
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Conventions
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Exemples :
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Les écritures tensorielles utilisent intensivement les indices, certains étant fixes et
d’autres interviennent dans des sommations de 1 à 3 (indices répétés).
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1 Un indice ne doit apparâıtre au plus 2 fois dans un monôme.
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Tenseur des contraintes de Cauchy Notation indicielle

Exercice

Exercice - Les expressions suivantes sont-elles correctes ?

vi = aikbkj

Réponse : non, la règle 3 n’est pas respectée

vi = aikbkj cj

Réponse : oui

akkaij = aiiaij

Réponse : non, la règle 1 n’est pas respectée

σij = λεkkδij + 2µεij

Réponse : oui (loi de Hooke)
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Tenseur des contraintes de Cauchy Produits contractés

Simple produit contracté
On définit le produit contracté une fois entre 2 grandeurs tensorielles d’ordre 0, 1 et
2, il est noté par un point.

si n, p est l’ordre des tenseurs de départ, le résultat de l’opération est un tenseur
d’ordre n − 1 + p − 1 .

1 Simple produit contracté entre 2 vecteurs :

ū.v̄ = uivi

le résultat est un scalaire ; cette opération correspond au produit scalaire des 2
vecteurs t{u} {v}.

2 Simple produit contracté entre 2 tenseurs :

¯̄σ.¯̄ε = σikεkj ēi ⊗ ēj

le résultat est un tenseur de composantes σikεkj ; cette opération correspond au
produit matriciel [σ] [ε] .

3 Simple produit contracté entre un tenseur d’ordre 2 et un vecteur :

¯̄σ.n̄ = σij nj ēi

le résultat est un vecteur donc les composantes sont données par le produit
matrice-vecteur [σ] {n}.

Remarque : ces relations sont valables dans n’importe quel système de coordonnées
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On définit le produit contracté une fois entre 2 grandeurs tensorielles d’ordre 0, 1 et
2, il est noté par un point.
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Tenseur des contraintes de Cauchy Produits contractés

Double produit contracté

Le double produit contracté est défini entre 2 tenseurs et il est représenté par le
symbole ” : ”

¯̄σ : ¯̄ε = σij εij

Le résultat est un scalaire (dimension n − 2 + p − 2 avec n = p = 2)

Exemples

¯̄1.¯̄1 = ¯̄1 ou δij δjk = δik (étudier les cas i = k et i 6= k)

¯̄1 : ¯̄1 = 3

tr¯̄σ = σkk = ¯̄σ : ¯̄1

tr¯̄σ2 = σ2
ij = ¯̄σ : ¯̄σ = ‖¯̄σ‖2

∂trσ

σ
= 1

∂tr(σ
2
)

σ
= 2σ
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symbole ” : ”

¯̄σ : ¯̄ε = σij εij

Le résultat est un scalaire (dimension n − 2 + p − 2 avec n = p = 2)

Exemples

¯̄1.¯̄1 = ¯̄1 ou δij δjk = δik (étudier les cas i = k et i 6= k)

¯̄1 : ¯̄1 = 3

tr¯̄σ = σkk = ¯̄σ : ¯̄1

tr¯̄σ2 = σ2
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Le double produit contracté est défini entre 2 tenseurs et il est représenté par le
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Notiondevecteurcontrainte

LevecteurcontrainteT(M,̄n)repŕesenteladensit́ed’effortssurfaciques,aupoint
M,exerćeeàtraversuneinterfacedenormale n̄.

Ond́efinitlacomposantenormale(oucontraintenormale)par

σn=T(M,̄n).̄n (3)

c’estunegrandeurscalairequiestpositiveentraction(c’estàdirequandl’ext́erieur
exerceuneffortdiriǵeversl’ext́erieur)etńegativeencompression.

Ond́efinitlacomposantetangentielle(oucontraintetangentielle)commela
partiecompĺementaire:

τ̄=T(M,̄n)−σnn̄ (4)

c’estunegrandeurvectorielleport́eeparlafacette;ellecorrespondàuneffortde
cisaillement.

OnalarelationdePythagore:

T(M,̄n)
2
=σ2n+|̄τ|

2 (5)
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LevecteurcontrainteT(M,̄n)repŕesenteladensit́ed’effortssurfaciques,aupoint
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Tenseur des contraintes de Cauchy Formule de Cauchy

Formule de Cauchy

Formule de Cauchy

La propriété de linéarité (2) du théorème de Cauchy implique l’existence d’un tenseur
d’ordre 2, noté ¯̄σ (M ), tel que, pour tout vecteur n̄

T (M , n̄) = ¯̄σ (M ) .n̄ (6)

la grandeur ¯̄σ (M ) est appelé le tenseur des contraintes de Cauchy au point M .

Le tenseur ¯̄σ (M ) défini une application linéaire par la relation (6). Il peut être
représenté par la matrice de ses composantes dans la base quelconque (ē1, ē2, ē3) :

[σ (M )](ēi ) =


T (M , ē1) T (M , ē2) T (M , ē3)

ē1 σ11 σ12 σ13

ē2 σ21 σ22 σ23

ē3 σ31 σ32 σ33



La formule de Cauchy (6) s’écrit alors sous la forme du produit matrice-vecteur :

{T (M , n̄)} = [σ (M )] {n} ⇐⇒ Ti =

3∑
j=1

σij nj (7)
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Tenseur des contraintes de Cauchy Formule de Cauchy

Formule de Cauchy

Formule de Cauchy
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Tenseur des contraintes de Cauchy Interprétation des composantes du tenseur de Cauchy

Interprétation des composantes du tenseur de Cauchy

On note σij les composantes du tenseur ¯̄σ dans la base (ē1, ē2, ē3).

Par définition, le vecteur contrainte T (M , n̄) relatif à la facette de normal n̄ = ē3

s’écrit
T (M , ē3) = σ13ē1 + σ23ē2 + σ33ē3 = σ33n̄ + τ̄

avec τ̄ = σ13ē1 + σ23ē2.

Interprétation :

σ33 est la composante normale ;

σ13 et σ23 sont les composantes
tangentielles.

En appliquant ce même raisonnement pour les 2 autres directions on obtient la règle
suivante :

les composantes diagonales σii sont les contraintes normales relativement aux 3
directions Ox1,Ox2,Ox3 ;

les composantes extra diagonales σij (i 6= j ) sont les composantes tangentielles
sur les 3 facettes.
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Par définition, le vecteur contrainte T (M , n̄) relatif à la facette de normal n̄ = ē3
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Interprétation :

σ33 est la composante normale ;

σ13 et σ23 sont les composantes
tangentielles.


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Tenseurdescontraintesde Cauchy Interpŕetationdescomposantesdutenseurde Cauchy

Vecteurcontrainte
T(M,̄e1)=σ11̄e1+σ21̄e2+σ31̄e3

relatifàlafacettedenormaleē1.





T(M,̄e1) T(M,̄e2) T(M,̄e3)

σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33




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Tenseurdescontraintesde Cauchy Interpŕetationdescomposantesdutenseurde Cauchy

Vecteurscontraintesrelatifsaux3plansaum̂emepointM.





T(M,̄e1) T(M,̄e2) T(M,̄e3)

σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33




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Tenseurdescontraintesde Cauchy Interpŕetationdescomposantesdutenseurde Cauchy

Vecteurscontraintesrelatifsaux3plans,vúeclat́ee.
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Tenseurdescontraintesde Cauchy Interpŕetationdescomposantesdutenseurde Cauchy

Repŕesentationclassiquesdescomposantesdutenseurdescontraintessuruńeĺement
devolume(syst̀emedecoordonńeescart́esiennes).
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Tenseur des contraintes de Cauchy Différents systèmes de coordonnées

Différents systèmes de coordonnées

Repère cartésien Élément de volume

Repère cylindrique Élément de volume
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Équations d’équilibre

Plan du chapitre

1 Modélisation des efforts

2 Tenseur des contraintes de Cauchy

3 Équations d’équilibre

4 Exemples d’équilibre élastique

5 Équations du mouvement

6 Cas des Poutres
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Équations d’équilibre Opérateurs différentiels

Rappel sur les opérateurs différentiels
On considère un milieu continue Ω ⊂ R3. Un point M ∈ Ω est repéré par le vecteur
position

x̄ = OM = xi ēi ; x̄ = (xi)

Pour un champ scalaire f : x̄ ∈ Ω −→ f (x̄) ∈ R on définit :

la différentielle de f

df =
∂f

∂xi
dxi = Of .dM avec dM = dxi ēi

le gradient de f

Of =
∂f

∂xi
ēi ;

∂f

∂xi
= f,i

le laplacien de f

∆f =
∂2f

∂x2
i

(sommation i = 1, 2, 3)

On note ∆2f le laplacien de f en dimension 2 :

∆2f =
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2
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le gradient de f

Of =
∂f

∂xi
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la différentielle de f

df =
∂f

∂xi
dxi = Of .dM avec dM = dxi ēi

le gradient de f

Of =
∂f

∂xi
ēi ;

∂f

∂xi
= f,i

le laplacien de f

∆f =
∂2f

∂x2
i

(sommation i = 1, 2, 3)

On note ∆2f le laplacien de f en dimension 2 :

∆2f =
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2
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x̄ = OM = xi ēi ; x̄ = (xi)

Pour un champ scalaire f : x̄ ∈ Ω −→ f (x̄) ∈ R on définit :
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le gradient de f

Of =
∂f

∂xi
ēi ;

∂f

∂xi
= f,i

le laplacien de f

∆f =
∂2f

∂x2
i

(sommation i = 1, 2, 3)

On note ∆2f le laplacien de f en dimension 2 :

∆2f =
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2
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Équations d’équilibre Opérateurs différentiels

Opérateurs différentiels (en coordonnées cartésiennes)

Pour un champ vectoriel

ū : x̄ ∈ Ω −→ ū (x̄) ∈ R3 ; ū (x̄) = ū (M ) ; ū = ui ēi

la dérivée de ū (par rapport à la variable d’espace xj )

∂ū

∂xj
=
∂ui

∂xj
ēi =

(
∂ūi

∂xj

)

le vecteur nabla

O =
∂

∂xi
ēi

le gradient de ū

Ou = ū ⊗ O =
∂ui

∂xj
ēi ⊗ ēj
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ēi ⊗ ēj
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∂ūi

∂xj

)

le vecteur nabla

O =
∂

∂xi
ēi
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Équations d’équilibre Opérateurs différentiels

la divergence de ū

divū = O.ū =
∂ui

∂xi
= trOu

le laplacien de ū

∆u = div
(
Ou
)

=
∂2ui

∂x2
j

ēi

le rotationnel de ū
rotū = O ∧ ū
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Équations d’équilibre Opérateurs différentiels

Relations remarquables

On peut montrer les relations suivantes :

div
(
Of
)

= ∆f

divū = tr(Ou)

div (f ū) = f divū + ū.Of

O (divū) = ∆u + rot
(
rotū

)

Propriété

si Ou est symétrique (i.e. Ou =
t
Ou) alors rotū = 0 et on a, d’après la relation

ci-dessus,
O (divū) = ∆u
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Équations d’équilibre Opérateurs différentiels

Opérateurs différentiels (en coordonnées cartésiennes)
Pour un champ tensoriel

¯̄σ : x̄ ∈ Ω −→ ¯̄σ (x̄) = ¯̄σ (M ) ; ¯̄σ = σij ēi ⊗ ēj

la divergence de ¯̄σ

div¯̄σ = ¯̄σ.O =
∂σij

∂xj
ēi

c’est un vecteur dont la ie composante est

(div¯̄σ)i =

3∑
j=1

∂σij

∂xj

On peut montrer la relation

div (¯̄σ.ū) = div (¯̄σ) .ū + ¯̄σ.Ou

Théorèmes de la divergence ˆ
Ω

divū dv =

ˆ
∂Ω

ū.n̄ da

ˆ
Ω

div¯̄σ dv =

ˆ
∂Ω

¯̄σ.n̄ da
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Équations d’équilibre Équilibre d’un volume élémentaire

Équilibre d’un volume élémentaire

Pour déterminer les équations d’équilibre dans le solide on se pose le problème
suivant.

Étant donnés un solide Ω et le système de forces extérieures constitué :

des forces de contour F
s

(M ) sur ∂Ω

des forces de volume f̄ v (M ) dans Ω

peut-on déterminer les efforts intérieurs, c’est à dire le champ de contrainte ¯̄σ (M ) en
tout point M ∈ Ω ?

La réponse est construite en 3 étapes.
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Équations d’équilibre Équilibre d’un volume élémentaire

Étape 1 :

Vérification au préalable de l’équilibre globale de la structure sous l’action des forces
extérieures : [Fe ] = 0

Soit ∑
Forces = 0 ⇐⇒

ˆ
Ω

f̄ v (M ) dv +

ˆ
∂Ω

F
s

(M ) da = 0

∑
Moments = 0 ⇐⇒

ˆ
Ω

OM ∧ f̄ v (M ) dv +

ˆ
∂Ω

OM ∧ F
s

(M ) da = 0
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Équations d’équilibre Équilibre d’un volume élémentaire

Étape 2 :

1 On applique le principe de la coupure en isolant un élément de volume
dx × dy × dz parallèle aux directions Ox ,Oy ,Oz (système de coordonnées
cartésiennes).

2 On écrit les équations différentielles traduisant l’équilibre statique de l’élément
de volume dans les 3 directions.

Tous calculs fait on obtient

I Équilibre suivant la directions ēx

∂σxx

∂x
+
∂σxy

∂y
+
∂σxz

∂z
+ f v

x = 0

I Équilibre suivant la directions ēy

∂σyx

∂x
+
∂σyy

∂y
+
∂σyz

∂z
+ f v

y = 0

I Équilibre suivant la directions ēz

∂σzx

∂x
+
∂σzy

∂y
+
∂σzz

∂z
+ f v

z = 0
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∂σzx

∂x
+
∂σzy

∂y
+
∂σzz

∂z
+ f v

z = 0
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Équations d’équilibre Équilibre d’un volume élémentaire

Étape 2 :

1 On applique le principe de la coupure en isolant un élément de volume
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∂σzx

∂x
+
∂σzy

∂y
+
∂σzz

∂z
+ f v

z = 0
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Équationsd’́equilibre Équilibred’unvolumeéĺementaire

D́emonstrationdel’́equationd’́equilibresuivantOx

Parund́eveloppementlimit́èal’ordre1delafonctiondeM → σxx(M)aupointMdx
decoordonńees(x+dx,y,z)ońecrit

σxx(x+dx,y,z)=σxx+
∂σxx
∂x
dx+o(dx)

Lebilandesforcesselonladirectionēxquis’exercentsurles6facesducubedonne

R/Ox=

(σxx+
∂σxx
∂x
dx)dydz−σxxdydz

+(σxy+
∂σxy
∂y
dy)dxdz−σxydxdz

+(σxz+
∂σxz
∂z
dz)dxdy−σxzdxdy

+fxdxdydz=0

DivisionpardV=dxdydz,cqfd.
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D́emonstrationdel’́equationd’́equilibresuivantOx
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Équationsd’́equilibre Équilibred’unvolumeéĺementaire

Étape3:Conditionderaccordement(ouconditionslimites)

Lechampdecontrainte¯̄σ(M)solutiondoitv́erifierlesconditionslimitessurle
contourdeΩ.CesconditionssontdonńeesparlaforcesurfaciqueF

s
(M)sur∂Ω.

Laconditionderaccordementimposequ’entoutpointM ∈∂Ω,levecteurcontrainte
T(M,̄n)soit́egaleàlaforcesurfaciquedonńee:

T(M,̄n)=F
s
(M), M ∈∂Ω

òun̄estlanormaleàlasurfaceenM.

EnappliquantlaformuledeCauchyon
obtientlacondition:

¯̄σ(M)̄n=F
s
(M), M ∈∂Ω
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(M), M ∈∂Ω

òun̄estlanormaleàlasurfaceenM.

EnappliquantlaformuledeCauchyon
obtientlacondition:

¯̄σ(M)̄n=F
s
(M), M ∈∂Ω
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Équationsd’́equilibre Équilibred’unvolumeéĺementaire

Exempledeconditionsderaccordement

Onconsid̀ereuntubecylindriquesouspressionext́erieure:

Conditionderaccordemententoutpointext́erieur
aucylindre

T(M,̄n1)=−p̄er

⇒ σrr(M)=−p, σθr(M)=σzr(M)=0

∀M telquer=Re

Conditionderaccordemententoutpointint́erieur
aucylindre

T(M,̄n2)=0

⇒ σrr(M)=σθr(M)=σzr(M)=0

∀M telquer=Ri
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Équations d’équilibre Équilibre d’un volume élémentaire

Bilan : conditions d’équilibre statique

Définition

Le champ de contrainte ¯̄σ (M ) est dit statiquement admissible (SA) s’il vérifie les
équations d’équilibre :

∂σxx

∂x
+
∂σxy

∂y
+
∂σxz

∂z
+ f v

x = 0 (8a)

∂σyx

∂x
+
∂σyy

∂y
+
∂σyz

∂z
+ f v

y = 0 (8b)

∂σzx

∂x
+
∂σzy

∂y
+
∂σzz

∂z
+ f v

z = 0 (8c)

et les conditions limites sur δΩ :

T (M , n̄) = ¯̄σ (M ) .n̄ = F
s
(M ) pour tout M ∈ ∂Ω (9)
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Équations d’équilibre Symétrie du tenseur

Symétrie du tenseur des contraintes
Les équations d’équilibre ont été obtenues en exploitant la seule condition de nullité
des forces.

En écrivant l’équilibre des moments on obtient des restrictions sur les formes
possibles du tenseur des contraintes.

Deuxième théorème de Cauchy

Le tenseur de Cauchy est symétrique, c’est à dire qu’il vérifie

¯̄σ = t¯̄σ ⇐⇒ [σ] = t[σ] ⇐⇒ σij = σji

Par conséquent, ¯̄σ ne possède que 6 composantes indépendantes.

Illustration sur un élément de volume en coordonnées cartésiennes :
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Équationsd’́equilibre Syḿetriedutenseur

Syḿetriedutenseurdescontraintes
Leśequationsd’́equilibreont́et́eobtenuesenexploitantlaseuleconditiondenullit́e
desforces.

Eńecrivantl’́equilibredesmomentsonobtientdesrestrictionssurlesformes
possiblesdutenseurdescontraintes.

Deuxìemeth́eor̀emedeCauchy

LetenseurdeCauchyestsyḿetrique,c’estàdirequ’ilv́erifie

¯̄σ=t¯̄σ ⇐⇒ [σ]=t[σ] ⇐⇒ σij=σji

Parconśequent,¯̄σneposs̀edeque6composantesind́ependantes.

Illustrationsuruńeĺementdevolumeencoordonńeescart́esiennes:
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Eńecrivantl’́equilibredesmomentsonobtientdesrestrictionssurlesformes
possiblesdutenseurdescontraintes.
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Équationsd’́equilibre Syḿetriedutenseur

Bilandelamod́elisationdeseffortsint́erieurs

EnchaquepointMint́erieuraumilieucontinuΩilexisteuntenseursyḿetrique
¯̄σ(M)telquelaforceéĺementairedfs’exeŗcantsurunéĺementd’airedaorient́e
transversalementparlanormalēnsoitdonńeepar

df=T(M,̄n)da=¯̄σ(M)̄nda

CetteforcerepŕesentelesactionslocalesenMquis’exercentàtraverslafacette
orient́eedenormalen̄.
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Exemples d’équilibre élastique

Plan du chapitre

1 Modélisation des efforts

2 Tenseur des contraintes de Cauchy

3 Équations d’équilibre

4 Exemples d’équilibre élastique

5 Équations du mouvement

6 Cas des Poutres
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Exemplesd’́equilibreélastique Équilibred’unebarrecylindrique

Application-Équilibred’unebarrecylindriqueentraction-compression
Onconsid̀ereuncorpsΩdeformecylindriqueaveclesconditionsdechargement
suivant:

Forcevolumiquenulle:
f̄v=0 surΩ

Surfacelat́eralelibredecontrainte:

F
S
=0 sur∂Ω−(S0∪Sj)

Conditionsauxlimitesmixtesauextŕemit́es:

F
S
=−F̄ex surS0

F
S
=F̄ex surSl
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Exemples d’équilibre élastique Équilibre d’une barre cylindrique

Montrons que le champ de contrainte homogène ¯̄σ donné, dans le repère (ēx , ēy , ēz ),
par la matrice des composantes

[σ (M )] =

 F 0 0
0 0 0
0 0 0


est statiquement admissible.

Le champ de contrainte ¯̄σ (M ) doit vérifier

1 les équations d’équilibre : elles sont vérifiées puisque ¯̄σ est indépendant de M
(toutes les dérivées sont nulles) et f̄ v = 0.

2 les conditions limites

¯̄σ (M ) .n̄ = F
s

(M ) , M ∈ ∂Ω

elle sont vérifiées puisque F 0 0
0 0 0
0 0 0


1
0
0

 =


F
0
0

 ,

 F 0 0
0 0 0
0 0 0


−1
0
0

 =


−F
0
0


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Exemplesd’́equilibreélastique Sph̀erecreusesouspression

Équilibréelastiqued’unesph̀erecreusesouspression
Onconsid̀ereuneenveloppesph́eriquedecentreOderayonsr0etr1.Onseplace
dansunsyst̀emedecoordonńeessph́eriques(O,̄er,̄eθ,̄eφ)

Lesdonńeessurlescontoursneportentquesurlesforcessurfaciques(pasde
d́eplacementimpośe):

Pressionuniformep0àl’int́erieur:

F
S
(M)=p0̄er pourr=r0 (∂S0)

Pressionuniformep1àl’ext́erieur:

F
S
(M)=−p1̄er pourr=r1 (∂S1)

Lesforcedevolumessontnulles:

f̄v(M)=0 surΩ

Question:

Calculerlasolutionduprobl̀emed’́elasticit́ec’est-̀a-dire,d́eterminer ¯̄σ(M)entout
pointdusolide.
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Exemplesd’́equilibreélastique Sph̀erecreusesouspression
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dansunsyst̀emedecoordonńeessph́eriques(O,̄er,̄eθ,̄eφ)
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Exemples d’équilibre élastique Sphère creuse sous pression

Équilibre élastique d’une sphère creuse sous pression

Réponse : (voir cours I3-6)

Le champ de contrainte solution est de la forme

[σ (M )] =


−2B

r3
+ A 0 0

0
B

r3
+ A 0

0 0
B

r3
+ A


avec les constantes

A =
p0r3

0 − p1r3
1

r3
1 − r3

0

, B =
1

2
(p0 − p1)

r3
0 r3

1

r3
1 − r3

0

Remarque.

Dans ce repère, la matrice des contraintes est diagonale. Les composantes
tangentielles sont donc nulles.
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Équations du mouvement

Plan du chapitre

1 Modélisation des efforts

2 Tenseur des contraintes de Cauchy

3 Équations d’équilibre

4 Exemples d’équilibre élastique

5 Équations du mouvement

6 Cas des Poutres
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Équationsdu mouvement Principefondamentaldeladynamique

Principefondamentaldeladynamique
Onconsid̀ereunmilieucontinuΩenmouvementsousl’actiondeforcesext́erieures,

forcesdevolumēfv,forcesdesurfaceF
S
.Onchercheàexprimerl’́equilibre

ḿecaniqued’unesouspartiequelconqueω⊂Ω.

Bilandesforcesexerćeessurω:

forcesdevolumes̄fv(M)dansω;

forcessurfaciquesF
∂ω
(M)exerćeessurlecontour∂ωdeω(actionsdecontact

deΩsurω).

Rappel(hypoth̀eseetth́eor̀emedeCauchy):Cesactionsdecontactne
d́ependentquedelanormaleenM à∂ωetdefa̧conlińeaire:

F
∂ω
(M)=T(M,̄n)=¯̄σ(M).̄n
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forcesdevolumes̄fv(M)dansω;

forcessurfaciquesF
∂ω
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Équations du mouvement Principe fondamental de la dynamique

Théorème (Principe fondamental de la dynamique)

Pour tout Ω et pour toute sous partie ω ⊂ Ω, le torseur des efforts extérieurs est
égale au torseur des quantités d’accélération, ce qui s’écrit :

d

dt

[
Rmvt ,M mvt

]
=
[
Rext ,M ext

]
∀ω ⊂ Ω

Calcul des différents termes :

Torseur des quantités de mouvement de ω

Rmvt =
´
ω
ρv̄dv

M mvt =
´
ω

OM ∧ ρv̄dv

Torseur des forces extérieurs agissant sur ω

Rext =
´
ω

f̄ vdv +
´
∂ω

F
∂ω

da

M ext =
´
ω

OM ∧ f̄ vdv +
´
∂ω

OM ∧ F
∂ω

da
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Équations du mouvement Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit donc

ˆ
ω

(
ργ̄ − f̄ v) dv =

ˆ
∂ω

F
∂ω

da (10a)

ˆ
ω

OM ∧
(
ργ̄ − f̄ v) dv =

ˆ
∂ω

OM ∧ F
∂ω

da (10b)

pour tout sous domaine ω ∈ Ω.

L’équation (10a) traduit la conservation de la quantité de mouvement.

En appliquant le théorème de Cauchy et la formule de la divergence pour l’équation
(10a), on obtient

ˆ
ω

(
ργ̄ − f̄ v) dv −

ˆ
∂ω

F
∂ω

da =

ˆ
ω

(
ργ̄ − f̄ v) dv −

ˆ
∂ω

¯̄σ.n̄da

=

ˆ
ω

(
ργ̄ − f̄ v) dv −

ˆ
ω

div¯̄σdv

=

ˆ
ω

(
ργ̄ − f̄ v − div¯̄σ

)
dv = 0 ∀ω ∈ Ω
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Équations du mouvement Équations du mouvement

Équations du mouvement

L’égalité étant vérifiée pour tout sous domaine ω de Ω, on en déduit, d’après des
théorèmes d’analyse, qu’en tout point M ∈ Ω, on a

ργ̄ − f̄ v − div¯̄σ = 0 ∀M ∈ Ω (11)

Ces 3 équations scalaires constituent les équations du mouvement.

Lorsque l’accélération γ est nulle (mouvement de translation uniforme) on retrouve
les équations d’équilibre écrites avec l’opérateur divergence

div¯̄σ (M ) + f̄ v (M ) = 0 pour tout M ∈ Ω (12)
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Équations du mouvement Équations du mouvement
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Cas des Poutres

Plan du chapitre

1 Modélisation des efforts

2 Tenseur des contraintes de Cauchy

3 Équations d’équilibre

4 Exemples d’équilibre élastique

5 Équations du mouvement

6 Cas des Poutres
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Casdes Poutres Hypoth̀esesǵeoḿetriques

Casd’unestructurepoutre-Hypoth̀esesǵeoḿetriques

s

Courbe directrice : s = section droite

Section droite

Lesolideestrepŕesent́eǵeoḿetriquement̀asalignemoyenne:c’estunmilieucontinu
unidirectionnel(1D)́egalementappeĺemilieucurviligne

Remarques:

1 lesolideestorient́edeGA→ GB;

2 lalignedirectriceestd́ecriteparuneabscissecurviligne(i.eunscalaire-
caract̀ere1D),ellepeut̂etrecourbe;

3 lasectiondroitepeut̂etrevariable.
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Cas des Poutres Modélisation des efforts

Efforts extérieurs

s

On définit les efforts extérieurs suivants :

1 Force de volume dans Ω :
f̄ (s) , m̄ (s)

(corps 1D =⇒ forces et moments linéiques). Exemple : poids propre

2 Force de contour sur ∂Ω :{
RA,ΓA

}
;
{

RB ,ΓB

}
(corps 1D =⇒ forces et moments concentrés). Exemple : actions de contact
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Casdes Poutres Mod́elisationdesefforts

Effortsint́erieurs
Principedelacoupure:onintroduitletorseurdeseffortsint́erieurs(torseurde
coh́esion)

[χ(s)]=G(s),RG,ΓG

Ilrepŕesentel’action

s

Coupure à l'abscisse s

delapartiedroitesurlapartiegauche(lecorpsestorient́e)

s

D́ecompositiondeseffortssurlasectiondroite:

n̄:vecteurunitairenormalàlasection

RG = NGn̄
effortnormal

+ VG
efforttranchant

ΓG = CGn̄
momoentdetorsion

+ MG
momentdeflexion
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Casdes Poutres Contraintesdansunepoutre

Casd’unepoutre-Vecteurcontraintesurunesectiondroite
Reprenonslamod́elisationdeseffortsint́erieursd́efiniespourlespoutres.Onnote

[χ(s)]=G(s),RG,ΓG

leśeĺementsdeŕeductiondutorseurdecoh́esionetT(M,̄n)levecteurcontrainteen
unpointM surlasectiondroite.

Onalesrelationssuivantes:

RG =

ˆ

SG

T(M,̄n)da

ΓG =

ˆ

SG

GM∧T(M,̄n)da

Interpŕetations:

1 Physique:df=T(M,̄n)darepŕesentelaforcedecoh́esionsurl’́eĺementde
surfaced’airedaetdenormalen̄(̄ngardeunedirectionconstante).

2 Math́ematique:T(M,̄n)repŕesenteunedensit́esurfaciquedeforce.

3 RG etΓG apparaissentcommelaŕesultante,enG,desactionslocalesdeliaison
df(M)surlasectiondroite(aspect1D).
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F.Petitjean (Ǵenie Ḿecanique) Élasticit́e Septembre2011 72/250



Casdes Poutres Contraintesdansunepoutre

Casd’unepoutre-Vecteurcontraintesurunesectiondroite
Reprenonslamod́elisationdeseffortsint́erieursd́efiniespourlespoutres.Onnote

[χ(s)]=G(s),RG,ΓG
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2 Math́ematique:T(M,̄n)repŕesenteunedensit́esurfaciquedeforce.

3 RG etΓG apparaissentcommelaŕesultante,enG,desactionslocalesdeliaison
df(M)surlasectiondroite(aspect1D).

F.Petitjean (Ǵenie Ḿecanique) Élasticit́e Septembre2011 72/250



Casdes Poutres Contraintesdansunepoutre

Casd’unepoutre-Vecteurcontraintesurunesectiondroite
Reprenonslamod́elisationdeseffortsint́erieursd́efiniespourlespoutres.Onnote

[χ(s)]=G(s),RG,ΓG
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3 RG etΓG apparaissentcommelaŕesultante,enG,desactionslocalesdeliaison
df(M)surlasectiondroite(aspect1D).
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Casdes Poutres Contraintesdansunepoutre

Composantesduvecteurcontrainte

Onnoteēx,̄ey,̄ezlesvecteursunitairesconstruissurlesdirectionsOx,Oy,Oz
assocíeesàlasectiondroite.

Levecteurcontraintesed́ecomposedans
labase(̄ex,̄ey,̄ez)

T(M,̄ex)=σx̄ex+τyx̄ey+τzx̄ez

=σ̄n+τ̄

òu

σ=σxrepŕesentelacontraintenormale(contraintedetraction)

τ̄=τyx̄ey+τzx̄ezrepŕesentelacontraintetangentielle(contraintedecisaillement)
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σ=σxrepŕesentelacontraintenormale(contraintedetraction)
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Onnoteēx,̄ey,̄ezlesvecteursunitairesconstruissurlesdirectionsOx,Oy,Oz
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Casdes Poutres Contraintesdansunepoutre

Exemple1-Tractionsimplesurunepoutredroite
Casparticulierd’uńetatdecontraintedansunepoutreǵeńeŕeparunetraction
simpled’axeOx

[σ(M)]=




σ 0 0
0 0 0
0 0 0





Ona

RG =Nēx=F̄ex

Onposealors

T(M,̄n)=
N

S
ēx=σ̄ex

ouSd́esignel’airedelasectiondroite.

Bilan:

1 Levecteurcontrainteestŕeduitàsacomposantenormaleσxx=σ

2 Lacontrainteσ=F/Sestsuppośeeuniforḿementŕepartiesurlasectiondroite.
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Casdes Poutres Contraintesdansunepoutre

Exemple2-Flexionpuresurunepoutredroite

Casparticulierd’uńetatdecontraintedansunepoutreǵeńeŕeparuneflexionpure.
OnsupposequelesdirectionsOyetOzsontparall̀elesauxaxesprincipauxdela
section.

[σ(M)]=




σ 0 0
0 0 0
0 0 0





Ona
RG =0 etΓG =M =Mȳey+Mz̄ez

Onmontreavecleshypoth̀esesclassiquedelaRdS(bernoulli)que

T(M,̄n)=σx(M)̄ex

avec

σx(M)=
My
IGy
z−
Mz
IGz
y

òuy,zsontlescoordonńeesdupointM danslerep̀ere(G,x,y,z)
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Casdes Poutres Contraintesdansunepoutre

Exemple3-Cisaillementsimplesurunepoutredroite

Casparticulierd’uńetatdecontraintedansunepoutreǵeńeŕeparuncisaillement
simple.

[σ(M)]=




0 ? ?
τyx 0 0
τzx 0 0





Ona
RG =V=Vȳey+Vz̄ez

D’òulevecteurcontrainte

T(M,̄n)=τ̄=τyx̄ey+τzx̄ez
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Casdes Poutres Contraintesdansunepoutre

Formeparticulìeredutenseurdescontraintespourlespoutres
Onnoteēx,̄ey,̄ezlesvecteursunitairesconstruissurlesdirectionsOx,Oy,Oz
assocíeesàlasectiondroite.

Parraisondesyḿetrieletenseurdes
contraintess’́ecritdanslabase(̄ex,̄ey,̄ez)





T(M,̄ex) T(M,̄ey) T(M,̄ez)

σx τxy τxz
τyx 0 0
τzx 0 0





Lasyḿetriedē̄σimposedoncl’existencedecontraintesdecisaillement:

surlafacettedenormaleēy:

T(M,̄ey)=τxȳex

surlafacettedenormaleēz:

T(M,̄ez)=τxz̄ex
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Formeparticulìeredutenseurdescontraintespourlespoutres
Onnoteēx,̄ey,̄ezlesvecteursunitairesconstruissurlesdirectionsOx,Oy,Oz
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assocíeesàlasectiondroite.
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Casdes Poutres Contraintesdansunepoutre

Applicationaucisaillementdansunepoutre

Examinonslecasd’unepoutre

soumiseàunefforttranchantVG :

1 Cetefforttranchantsetraduitlocalement(aupointM)parl’existenced’une
contraintedecisaillementsurlasectiondroite

τyx

2 Lapropríet́edesyḿetriedutenseurdescontraintesnousassuredel’existence
d’unecontraintetangentielleŕeciproque

τxy=τyx
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Cas des Poutres Équations d’équilibre dans une poutre

Équations d’équilibre dans une poutre

Question : Étant donnés les efforts extérieurs

[FA] , [FB ] , [F (s)]

peut on déterminer les efforts intérieurs

[χ (s)] pour tout s ∈ [0, l ]

s

La réponse est construite en 3 étapes.
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Cas des Poutres Équations d’équilibre dans une poutre

Étape 1 : Vérification de l’équilibre globale de la structure [Fe ] = 0

Soit ∑
Forces = 0 ⇐⇒ RA + RB +

ˆ l

0

f̄ (s) = 0

∑
Moments = 0 ⇐⇒ ΓA + ΓB +

ˆ l

0

mG (s) ds

+

ˆ l

0

OG (s) ∧ f (s) ds

+ OA ∧ RA + OB ∧ RB = 0
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Casdes Poutres Équationsd’́equilibredansunepoutre

Étape2:Formulationdel’́equationd’́equilibre

1 Onappliqueleprincipedelacoupurepourintroduireleseffortsint́erieurs.

s

2 Onécritunéequationdiff́erentielleenexprimantl’́equilibrestatiqued’un
éĺementdevolume(tranchedelongueuŕeĺementaireds).

Principefondamentaledelastatiquestatique:

[χ(s+ds)]−[χ(s)]+

ˆds

0

[F(s+τ)]dτ=0
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Principefondamentaledelastatiquestatique:

[χ(s+ds)]−[χ(s)]+

ˆds

0

[F(s+τ)]dτ=0
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Cas des Poutres Équations d’équilibre dans une poutre

A l’ordre 1, l’élément de volume est suffisamment petit pour que l’on considère
[F (s)] constant entre G et G ′ :

ˆ ds

0

[F (s + τ)] dτ ≈ [F (s)] ds (vrai à l’ordre 1)

d’où

[χ (s + ds)]− [χ (s)] + [F (s)] ds = 0

Par passage à la limite on obtient :

d

ds
[χ (s)] + [F (s)] = 0⇐⇒


dR

ds
(s) + f̄ (s) = 0

dΓ

ds
(s) + n̄ ∧ R (s) + m (s) = 0
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Par passage à la limite on obtient :

d

ds
[χ (s)] + [F (s)] = 0⇐⇒


dR

ds
(s) + f̄ (s) = 0

dΓ

ds
(s) + n̄ ∧ R (s) + m (s) = 0
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Cas des Poutres Équations d’équilibre dans une poutre

Étape 3 : Résolution du problème d’équilibre

1 On intègre les équations différentielles
dR

ds
(s) + f̄ (s) = 0

dΓ

ds
(s) + n̄ ∧ R (s) + m (s) = 0

2 On détermine les constantes d’intégration en utilisant les conditions limites.

Conditions limites : valeurs du torseur [χ (s)] sur le contour ∂Ω de Ω

I pour s = 0, [χ (s)] = [FA]

I pour s = l , [χ (s)] = [FB ]
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Cas des Poutres Équations d’équilibre dans une poutre
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Casdes Poutres Équationsd’́equilibredansunepoutre

Exempleclassiqued’unepoutredroitedansunrep̀erecart́esien(i.e.
s=x)

Chargementext́erieur:

[f(x)]=G(x),̄f(x),̄m(x) avec
f̄(x)=fȳey

m(x)=0

Torseurdeseffortsint́erieurs:

[χ(x)]=G(x),R,̄Γ avec
R=Nēx+V

Γ=Cēx+M
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Cas des Poutres Équations d’équilibre dans une poutre

Équations d’équilibre correspondantes :


dN

dx
= 0;

dVy

dx
= fy ;

dVz

dx
= 0

dC

dx
= 0;

dMy

dx
−Vz = 0

dMz

dx
+ Vy = 0

Remarques :

1 La notion de torseur de cohésion donne une information globale sur l’ensemble
de la section droite.

2 En mécanique des milieux continus (MMC) on se situe à l’échelle d’une particule
(échelle mésoscopique*). Les efforts intérieurs sont représentés par la notion de
contrainte.

* L’échelle mésoscopique est une échelle intermédiaire entre l’échelle microscopique, qui
caractérise les atomes ou les molécules, et l’échelle macroscopique de notre monde quotidien.
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Chapitre II - Étude des contraintes

Objectifs :

1. Étudier les propriétés du tenseur des contraintes
2. Représentation de Mohr
3. Préciser le cas particulier des contraintes planes
4. Donner les principaux critères limites d’élasticité

Sommaire

1 Directions et contraintes principales

2 Représentation de Mohr

3 États de contraintes remarquables

4 Élasticité plane

5 Critères limites d’élasticité
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Directions et contraintes principales Changement de repère

Changement de repère
On considère un milieu continu Ω et on s’intéresse aux propriétés du tenseur des
contraintes ¯̄σ (M ) en un point M quelconque de Ω

Soit [σij ] le matrice des composantes du tenseur ¯̄σ dans la base (ēi).

On considère une deuxième base (ē ′i ) pour laquelle on connâıt la matrice de passage
[R] = [αij ] de (ēi)→ (ē ′i ).

ē ′i =

3∑
j=1

αij ēj avec αij = ē ′i .ēj (13)

la matrice [R] est appelée la matrice des cosinus directeur.

Remarque : la matrice [R] est orthogonale (matrice de rotation), c’est-à-dire qu’elle
vérifie

[R]−1 = t[R]

Problème : Quelles sont les composantes de ¯̄σ dans la base (ē ′i ) ?

Réponse : les composantes de ¯̄σ sont données par la matrice[
σ′
]

= [R] [σ] t[R] (14)
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Directions et contraintes principales Changement de repère

Changement de repère
On considère un milieu continu Ω et on s’intéresse aux propriétés du tenseur des
contraintes ¯̄σ (M ) en un point M quelconque de Ω

Soit [σij ] le matrice des composantes du tenseur ¯̄σ dans la base (ēi).
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Directions et contraintes principales Changement de repère

Changement de repère
On considère un milieu continu Ω et on s’intéresse aux propriétés du tenseur des
contraintes ¯̄σ (M ) en un point M quelconque de Ω

Soit [σij ] le matrice des composantes du tenseur ¯̄σ dans la base (ēi).
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la matrice [R] est appelée la matrice des cosinus directeur.

Remarque : la matrice [R] est orthogonale (matrice de rotation), c’est-à-dire qu’elle
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Directionsetcontraintesprincipales Directionsetcontraintesprincipales

Probĺematique

Soit
T(M,̄n)=σnn̄+̄τ

levecteurcontraintepointM surunefacette
quelconquedenormalen̄.

Question:

Existet-il,encepoint,unedirectionparticulìeren̄0tellequelevecteurcontrainte
surcettefacettesoitcolińeaireavecn̄,autrementdittellequelacomposante
tangentiellesoitnulle?

Éĺementsdeŕeponse:

Onchercheladirectionn̄0telleque

T(M,̄n0)=σnn̄0

LaformuledeCauchypermetd’́ecrire

¯̄σ(M)̄n0=σnn̄0

Alorsn̄0estunedirectionproprede¯̄σassocíeeàlavaleurpropreσn
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F.Petitjean (Ǵenie Ḿecanique) Élasticit́e Septembre2011 89/250



Directionsetcontraintesprincipales Directionsetcontraintesprincipales

Ŕesultatd’alg̀ebre

Propríet́e

LetenseurdeCauchy¯̄σétantsyḿetrique,Ilposs̀ede3valeurspropresŕeelles
(distinctesouconfondues)σ1,σ2,σ3et3directionspropresOx1,Ox2,Ox3.

Ilestdonctoujourspossibleded́efinirunebaseorthonorḿeepropres(̄e1,̄e2,̄e3)
construitsurlesdirectionspropresOx1,Ox2,Ox3.

D́efinition

1 Lescontraintesσ1,σ2,σ3sontappeĺeeslescontraintesprincipales.

2 Lesdirectionspropressontlesdirectionsprincipales(descontraintes).
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Propríet́e
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Directions et contraintes principales Directions et contraintes principales

Remarques

1 Sur chacune des facettes orientées selon une direction principale, le vecteur
contrainte vaut

T (M , ēi) = σi ēi , i = 1, 2, 3

Autrement dit, T (M , ēi) est purement normal (pas de cisaillement) et sa norme
est égale à la contrainte principale associée σi .

2 Les 6 composantes indépendantes du tenseur (6 ddl) correspondent à :

I 3 paramètres d’orientation (les directions principales)

I 3 paramètres d’intensité (les contraintes principales)
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Autrement dit, T (M , ēi) est purement normal (pas de cisaillement) et sa norme
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Directions et contraintes principales Directions et contraintes principales

Calcul des contraintes principales
Dans la base (ēi) orientée selon les directions principales, les composantes de ¯̄σ
forment une matrice diagonale :

[σ](ēi ) =

σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3



Les contraintes principales σ1, σ2, σ3 sont les racines du polynômes caractéristiques :

det ([σ]− λ [I ]) = −λ3 + I1λ
2 − I2λ+ I3

où I1, I2, I3 sont les invariants principaux de [σ]

I1 = tr [σ] = σ1 + σ2 + σ3

I2 = 1
2

[
(tr [σ])2 − tr

(
[σ]2

)]
I3 = det [σ]
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Représentation de Mohr

Plan du chapitre

1 Directions et contraintes principales

2 Représentation de Mohr

3 États de contraintes remarquables

4 Élasticité plane

5 Critères limites d’élasticité
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Repŕesentationde Mohr Plande Mohr

PlandeMohr

OnseplaceenunpontM fixedeΩetonsupposequel’onconnâıt¯̄σ(M)parses
composantesσijdansunebasequelconque.

DanslarepŕesentationdeMohrons’int́eressefondamentalementauxcomposantesdu
vecteurcontrainte

T(M,̄n)=σnn̄+̄τ

lorsquelafacettetourneautourdeM.

Onpeutd́efinirdansleplan(̄n,T(M,̄n))unvecteurunitairētorthogonalàn̄;son
orientationestarbitraire.

Repŕesentationdelafacettedansl’espace

Repŕesentationdansleplan(M,̄n,̄t)

Remarque:Leplan(M,̄n,̄t)estattach́eàlafacette,ilbougelorsquelafacette
tourne.
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Représentation de Mohr Plan de Mohr

L’orientation de l’axe M τ étant choisie on peut définir le scalaire τ = M τ tel que

τ̄ = τ t̄

Pour chaque orientation de la facette, on peut donc déterminer les composantes σ, τ
de T (n̄) dans le repère de la facette :

T (n̄) = σn̄ + τ t̄

Définition

La représentation de Mohr consiste à tracer l’extrémité du vecteur contrainte T (n̄)
dans un plan virtuel auxiliaire, lié à la facette, et défini par les axes orthogonaux Oσ
et Oτ tels que

(
Oσ,Oτ

)
= +π/2. Ce plan est appelé le plan de Mohr.

σ

τ

O

σ

τ T = (σ, τ)

+
π

2

Pour chaque vecteur T (n̄) on reporte les
composantes (σ, τ) dans le plan de Mohr.

Le point
T = (σ, τ)

représente dans le plan l’extrémité du
vecteur contrainte T (n̄).
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Définition
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σ

τ

O

σ

τ T = (σ, τ)

+
π

2
Pour chaque vecteur T (n̄) on reporte les
composantes (σ, τ) dans le plan de Mohr.

Le point
T = (σ, τ)

représente dans le plan l’extrémité du
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Repŕesentationde Mohr Plande Mohr

Diff́erentesrepŕesentationsduvecteurcontrainte

T(M,̄n)=σnn̄+̄τ

lorsquelafacettetourneautourdeM

Repŕesentationdela
facettedansl’espace

Repŕesentationdansle
plan(̄n,̄t)

PlandeMohr Oσ,Oτ

σ

τ

O

σ

τ T=(σ,τ)

+
π

2

Ond́efinitdansleplan
n̄,T(M,̄n)levecteur
unitairet̄orthogonalàn̄

Onchoisil’orientationdu
vecteur̄tdesortede
pouvoird́efinirτ̄=τ̄t

Pourchaqueorientation
den̄onplacelepoint
T=(σ,τ)dansleplan

deMohr.
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Onchoisil’orientationdu
vecteur̄tdesortede
pouvoird́efinirτ̄=τ̄t

Pourchaqueorientation
den̄onplacelepoint
T=(σ,τ)dansleplan

deMohr.

F.Petitjean (Ǵenie Ḿecanique) Élasticit́e Septembre2011 96/250



Repŕesentationde Mohr Cerclesde Mohr

CerclesdeMohr
Objectif:Onchercheàtracer,dansleplandeMohr,l’extŕemit́eduvecteur
contraintelorsquen̄varie(i.e.lorsquelafacettetourneautourdeM).

Principe:Letenseurdescontraintes¯̄σned́ependantpasdedel’orientationdela
facette,onvachercheràexprimerσ,τenfonctiondescomposantesde¯̄σdansle
rep̀ereprincipal.

Étape1-Onseplacedanslerep̀ere(̄e1,̄e2,̄e3)diriǵesuivantlesdirections
principalesde¯̄σ:

[σ](̄ei)=




σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3





Dansunpremiertemps,onselimiteauxfacettes
parall̀elesàladirectionOx3:

n̄appartientauplan(Mx1x2).

Celacorrespondauxrotationsdelafacetteautour
del’axeMx3.

Onnoteθl’angleentreē1etn̄:

θ=(̄e1,̄n)
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facette,onvachercheràexprimerσ,τenfonctiondescomposantesde¯̄σdansle
rep̀ereprincipal.
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Repŕesentationde Mohr Cerclesde Mohr

Étape2-Onorientelevecteurt̄(vecteurunitairedansleplan(T(̄n),̄n),normalà
n̄)detelsorteque

letrìedre(̄n,̄t,̄e3)soitdirect

n̄t̄

T(̄n)

σ

τ

x1

x2
+

θ

M
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Repŕesentationde Mohr Cerclesde Mohr

Remarque:

Lapossibilit́edechoisiruneorientationpourlevecteurt̄(aveclechoixdutrìedre
(̄n,̄t,̄e3)direct)permetded́efinirlesignepourlacontraintetangentielleτ,avec
τ̄=τ̄t.
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Représentation de Mohr Cercles de Mohr

Étape 3 -

On a d’une part la relation vectorielle

T (n̄) = σn̄ + τ t̄ (15)

D’autre part, on a la relation de Cauchy

T (n̄) = ¯̄σn̄

soit, en terme de composantes dans repère principale (ē1, ē2, ē3),

{T (n̄)} = [σ](ē1,ē2,ē3)

{
n
}

=

σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3


cos θ
sin θ

0

 =


σ1 cos θ
σ2 sin θ

0


autrement dit

T (n̄) = σ1 cos θē1 + σ2 sin θē2 (16)
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Représentation de Mohr Cercles de Mohr

Pour égaler les 2 expressions de T (n̄), on projette l’équation (16) dans le repère de la
facette (n̄, t̄)

On a

ē1 = cos θn̄ − sin θt̄

ē2 = sin θn̄ + cos θt̄

d’où, en remplaçant ē1, ē2 dans (16),

T (n̄) =
(
σ1 cos2 θ + σ2 sin2 θ

)
n̄

+ (−σ1 cos θ sin θ + σ2 cos θ sin θ) t̄

n̄t̄

M x1

x2 +

θ

On obtient par identification les relations

σ = σ1 cos2 θ + σ2 sin2 θ (17a)

τ = −σ1 cos θ sin θ + σ2 cos θ sin θ (17b)
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Représentation de Mohr Cercles de Mohr

Étape 4 - Transformation trigonométrique

On peut exprimer σ (θ) , τ (θ) en fonction de l’angle double θM = −2θ en utilisant les
formules trigonométriques

2 cos θ sin θ = sin 2θ, 2 cos2 θ = 1 + cos 2θ, 2 sin2 θ = 1− cos 2θ

On obtient ainsi

σ =
σ1 + σ2

2
+
σ1 − σ2

2
cos (−2θ) (18a)

τ =
σ1 − σ2

2
sin (−2θ) (18b)

On reconnait la description paramétrique en θM = −2θ d’un cercle de centre
OM = (d , 0) et de rayon R :

σ = d + R cos θM

τ = 0 + R sin θM

avec

d =
σ1 + σ2

2
et R =

|σ1 − σ2|
2
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On obtient ainsi

σ =
σ1 + σ2

2
+
σ1 − σ2

2
cos (−2θ) (18a)

τ =
σ1 − σ2

2
sin (−2θ) (18b)

On reconnait la description paramétrique en θM = −2θ d’un cercle de centre
OM = (d , 0) et de rayon R :

σ = d + R cos θM

τ = 0 + R sin θM

avec

d =
σ1 + σ2

2
et R =

|σ1 − σ2|
2
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Représentation de Mohr Cercles de Mohr

Bilan

Lorsque la facette tourne d’un angle θ autour de la direction de la contrainte
principale σ3, l’extrémité du vecteur contrainte (point T) tourne sur le cercle de
Mohr d’un angle θM = −2θ (angle double et opposé).

θM est l’angle entre l’axe Oσ et le rayon-vecteur OM T.

T (n̄) = σn̄ + τ t̄

n̄

t̄

M
T (n̄)

σ

τ

x1

x2

θ

σ = d + R cos (θM )

τ = 0 + R sin (θM )

σ

τ

O

OM

T

σ

τ

θM

R
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Repŕesentationde Mohr Pointsremarquables

Pointsremarquablessurlecercle
1 pourθ=0,onaθM =0,σ=σ1etτ=0

2 pourθ=π/2,onaθM =−π,σ=σ2etτ=0
cequicorrespondaux2facettesdiriǵeesselonlesdirectionsprincipales1et2.

3 pourθ=π/4,onaθM =−π/2,σ=
1
2
(σ1+σ2)etτ=τmax (dansleplan

(̄e1,̄e2))

x1

x2

M

T(̄n)n̄

t̄

σ1 σ

τ

O

OM T σ1

θM =0
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Repŕesentationde Mohr Propríet́es d́eduitesducerclesde Mohr

Propríet́esd́eduitesducercledeMohr

Propríet́e1:Syḿetrieparrapport̀al’axeOσ

Sur2facettessyḿetriquesparrapportauxdirectionsprincipaless’exercentdes
contraintesnormaleségalesetdescontraintestangentiellesoppośees.

x1

x2

n̄

t̄

M

T(̄n)

σ

τ

−θ σ

τ

O

OM

Tx

σ

τ

θM =−2θ
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Repŕesentationde Mohr Propríet́es d́eduitesducerclesde Mohr
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Repŕesentationde Mohr Propríet́es d́eduitesducerclesde Mohr

Propríet́esd́eduitesducercledeMohr

Propríet́e2:SyḿetrieparrapportaucentreOM

Sur2facettesorthogonaless’exercentdescontraintestangentiellesoppośees.

x1

x2

n̄1

t̄

M
T(̄n1)

σn1

τ

θ σ

τ

O

OM

T1

σn1

τ

θM

C’estuneconśequencedelarelation¯̄σ=t̄σ̄
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Repŕesentationde Mohr Propríet́es d́eduitesducerclesde Mohr

Propríet́esd́eduitesducercledeMohr

Propríet́e2:SyḿetrieparrapportaucentreOM

Sur2facettesorthogonaless’exercentdescontraintestangentiellesoppośees.
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Représentation de Mohr Tricercle de Mohr

Tricercle de Mohr

Idée :

En suivant le même raisonnement on peut construire deux autres cercles de Mohr
représentant l’extrémité du vecteur contrainte lorsque la facette tourne autour des
deux autres directions principales.

On suppose que les contraintes principales sont ordonnées telles que σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 et
que le trièdre associé aux directions principales 1, 2, 3 est direct.

Théorème

Pour toute facette, l’extrémité T = (σ, τ)
du vecteur contrainte appartient à l’espace
du plan de Mohr compris entre le grand
cercle de Mohr et les 2 cercles plus petits.

σ

τ

O

σ3 σ2 σ1

T

σ

τ
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Représentation de Mohr Tricercle de Mohr

Tricercle de Mohr

Corrolaire 1

La contrainte normale maximale (respect.
minimale) est égale à σ1 (respect. σ3) ; elle
s’exerce sur la facette normale à la direction
principale 1. (respect. 3). L’expression générale
est

σmax = max
i=1,2,3

(σi) (19)

Corrolaire 2

La contrainte tangentielle maximale (en valeur
absolue) est égale à |σ1 − σ3| /2 (rayon du grand
cercle de Mohr) ; elle s’exerce sur les facettes
parallèles à la direction principale 2 et inclinée à
±π/4 sur les directions principales 1 et 3. On
peut écrire

τmax = 1
2

max
i,j=1,2,3

|σi − σj | (20)

σ

τ

Oσ3 σ2 σ1

T

σ

τ

OM2

τmax
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États de contraintes remarquables

Plan du chapitre

1 Directions et contraintes principales

2 Représentation de Mohr

3 États de contraintes remarquables

4 Élasticité plane

5 Critères limites d’élasticité
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Étatsdecontraintesremarquables Étatdecontrainteuniaxial

Étatdecontrainteuniaxial

D́efinition

Soit(̄ei)unebaseorthonorḿee.Onappelletenseurdescontraintesuniaxialdansla
directionē1etd’intensit́eσ,letenseur̄̄σtelquesescomposantesdanslabase(̄ei)
soient

[σ](̄ei)=




σ 0 0
0 0 0
0 0 0





autrementdit,telque

T(̄e1)=σ̄e1,T(̄e2)=T(̄e3)=0

Conśequence:lesdirectionsOx1,Ox2,Ox3sontles3directionsprincipalesassocíees
respectivementauxcontraintesprincipalesσ1=σ,σ2=σ3=0.

Exemple:c’estl’́etatdecontraintequel’onobservedansunbarreaucylindrique
d’axeOx1soumisàunetractionuniforme.
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États de contraintes remarquables État de contrainte uniaxial

Cercles de Mohr pour un état de contrainte uniaxial

Il n’y a qu’un cercle de Mohr correspondant à l’état de contrainte uniaxial

[σ] =

σ 0 0
0 0 0
0 0 0


σ

τ

O OM

σ2 = σ3 = 0 σ1 = σ
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Étatsdecontraintesremarquables Étatdecontrainteuniaxial

Lacontraintetangentiellemaximaleτmax >0vaut

τmax =
σ1
2

etl’orientationdelafacettecorrespondanteestdonńeeparl’angleθ=(̄n,̄e1)

θM =
π

2
⇒ θ=−

θM
2
=−

π

4

σ

τ

O OM

σ2=σ3=0 σ1=σ

θM =
π
2

T
τmax
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États de contraintes remarquables État de contrainte uniaxial

Représentation du vecteur contrainte T (n̄) = σn̄ + τ t̄ dans le repère (ē1, ē2), ainsi
que le point T = (σ, τ) dans le plan de Mohr, lorsque la facette tourne autour de
l’axe Ox3 d’un angle θ

x1

x2

σ

τ

O

OMO OM
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Étatsdecontraintesremarquables Étatdecontrainteuniaxial

RepŕesentationduvecteurcontrainteT(̄n)=σ̄n+τ̄tdanslerep̀ere(̄e1,̄e2),ainsi
quelepointT=(σ,τ)dansleplandeMohr,lorsquelafacettetourneautourde
l’axeOx3d’unangleθ

θ=0

x1

x2

n̄

t̄

M T(̄n)=σ̄n

σ

τ

O

OMO OM T
σ

F.Petitjean (Ǵenie Ḿecanique) Élasticit́e Septembre2011 113/250



Étatsdecontraintesremarquables Étatdecontrainteuniaxial
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4
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Étatsdecontraintesremarquables Étatdecontrainteuniaxial
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Étatsdecontraintesremarquables Étatdecontraintebiaxial

Étatdecontraintebiaxial(ouplan)

D́efinition

Soit(̄ei)unebaseorthonorḿee.Onappelletenseurplan(relativementauplan
Ox1x2)letenseur̄̄σtelquesescomposantesdanslabase(̄ei)soient

[σ](̄ei)=




σ11 σ12 0
σ21 σ22 0
0 0 0





autrementdit,telque

T(̄e3)=0

Conśequence:ladirectionsOx3estunedirectionprincipaleassocíeesàla
contrainteprincipale0.Les2autresdirectionsprincipalessontńecessairementdans
leplanOx1x2.

Exemple:Tenseurdescontraintesenunpointd’unesurface
libre,c’estàdireunpointM ∈∂ΩtelqueF

s
(M)=0.

Onaeneffet
T(M,̄n)=¯̄σ(M)̄n=0

Letenseur¯̄σ(M)estplanrelativementauplantangentenM à
∂Ω.
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leplanOx1x2.

Exemple:Tenseurdescontraintesenunpointd’unesurface
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États de contraintes remarquables État de contrainte biaxial

Cercles de Mohr pour un état de contrainte biaxial

On considère l’état de contrainte biaxial donné dans le repère des directions
principales par

[σ](ēi ) =

σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 0



On distingue 3 situations selon le signe des contraintes principales :

0 < σ2 < σ1, σ2 < 0 < σ1, σ2 < σ1 < 0
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On distingue 3 situations selon le signe des contraintes principales :

0 < σ2 < σ1, σ2 < 0 < σ1, σ2 < σ1 < 0
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États de contraintes remarquables État de contrainte biaxial

Pour chacune des situations on peut tracer les cercles de Mohr et calculer la valeur de
la contrainte tangentielle maximale τmax .

Cercles de Mohr pour les 3
situations :

1 0 < σ2 < σ1

2 σ2 < 0 < σ1

3 σ2 < σ1 < 0

σ

τ

O

σ3 σ2 σ1

Valeur de la contrainte tangentielle maximale τmax pour les 3 cas :

1 Cas 1 : τmax = σ1/2 ;

2 Cas 2 : τmax = (σ1 − σ2) /2 ;

3 Cas 3 : τmax = −σ2/2
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Étatsdecontraintesremarquables Étatplandecisaillement

Étatplandecisaillementouscissionsimple

D́efinition

Soit(̄ei)unebaseorthonorḿee.Onappelletenseurdecisaillementparrapportaux
deuxdirectionsx1etx2letenseur̄̄σtelquesescomposantesdanslabase(̄ei)soient

[σ](̄ei)=




0 τ 0
τ 0 0
0 0 0





Conśequence:Lescontraintesprincipalesetlesdirectionsprincipales(danslabase
(̄ei))sont:

σ1=τ,σ2=−τ,σ3=0

n̄1=
1
√
2






1
1
0





,̄n2=

1
√
2






1
−1
0





,̄n3=






0
0
1





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États de contraintes remarquables État plan de cisaillement

Cercles de Mohr pour un état de cisaillement

Les valeurs propres sont σ1 = τ, σ2 = −τ, σ3 = 0, d’ou le tricercle de Mohr

[σ] =

τ 0 0
0 −τ 0
0 0 0


σ

τ

O

τ τ

τmax
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Étatsdecontraintesremarquables Étatdecontraintetriaxialsph́erique

Étatdecontraintetriaxialsph́erique

D́efinition

Onappelletenseurdescontraintessph́eriqueletenseur¯̄σdelaforme

¯̄σ=−p̄̄1 ou[σ]=




−p 0 0
0 −p 0
0 0 −p





quelquesoitlabase.Onadoncpourtoutvecteurn̄

T(̄n)=−p̄n

Conśequence:

Toutedirectionestdirectionprincipaleassocíeeàlacontrainteprincipale−p.Sip
estpositifils’agitd’unecompression(lescalaireprepŕesentelapression),sipest
ńegatifils’agitd’unetraction.

Exemple:

ToutsolideΩsoumisàunchargementdelaforme

F
s
(M)=−p̄n pourtoutM ∈∂Ω
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estpositifils’agitd’unecompression(lescalaireprepŕesentelapression),sipest
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États de contraintes remarquables État de contrainte triaxial sphérique

Cercles de Mohr pour un état de contrainte sphérique

Pour un état de contrainte sphérique

[σ] =

−p 0 0
0 −p 0
0 0 −p



les 3 cercles de Mohr sont réduits au point O , centre du repère.

σ

τ

O
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Élasticité plane

Plan du chapitre

1 Directions et contraintes principales

2 Représentation de Mohr

3 États de contraintes remarquables

4 Élasticité plane

5 Critères limites d’élasticité
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Élasticité plane Champ de contrainte plane

Définition d’un champ de contrainte plane

On considère une base (ēx , ēy , ēz ) et un solide Ω ∈ R3.

Définition

Le champ de contrainte ¯̄σ (M ) , M ∈ Ω est dit plan, parallèlement à (Oxy) si

¯̄σ (M ) est indépendant de la coordonnée z ;

¯̄σ (M ) est un tenseur plan, relativement au plan (Oxy) c’est à dire si

[σ](ēx ,ēy ,ēz ) =

σxx σxy 0
σyx σyy 0
0 0 0


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Élasticit́eplane Champdecontrainteplane

Probl̀emetridimensionneldecontrainteplane

Onconsid̀ereleprobl̀emed’́equilibresuivant:

SoitunsolideΩdeformecylindrique,parall̀eleà(Oxy),d’́epaisseurh,soumisaux
chargementssuivants:

lesforcesvolumiquesf
v
sontparall̀elesà(Oxy)est

ind́ependantesdez;

lessurfacesS0etShsontlibredecontrainte;

lesforcesdecontoursurlasurfacelat́eralesont
parall̀eleà(Oxy)estind́ependantesdez:

F
s
(M)=Fx(x,y)̄ex+Fy(x,y)̄ey

Probl̀eme:lechampdecontraintesolutiondeceprobl̀emed’́elasticit́en’esten
ǵeńeralpasplan.
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Élasticit́eplane Champdecontrainteplane

Probl̀emetridimensionneldecontrainteplane
Onacependantleŕesultatsuivant:

Propríet́e

Lorsquel’́epaisseurhestfaibledevantS0,ceprobl̀emepeutêtrerameńeàl’́etude
d’unprobl̀emeplan.
Cettesimplificationestappeĺeel’approximationdestranchesminces.

RepŕesentationdescontraintessuruńeĺementdesurfacedS0

Onécriralescomposantesde¯̄σsouslaformed’unematrice2×2:

[σ](̄ex,̄ey,̄ez)=
σxx σxy
σyx σyy

ouencore[σ]=
σx τxy
τyx σy
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Onacependantleŕesultatsuivant:

Propríet́e
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Élasticit́eplane Champdecontrainteplane

Exemplesdeprobl̀emesassimilables̀adesprobl̀emesd’́elasticit́eplane

Ballon(filmmince)souspression:
étatdecontraintebiaxiaĺequilibŕe

Torsiondansuntubemince:́etat
plandecisaillement
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Élasticité plane Cercle de Mohr en contrainte plane

Cercle de Mohr en contrainte plane
On est dans le cas particulier où Oz est une direction principale associée à la
contrainte nulle : T (M , ēz ) = 0.

On peut donc restreindre les facettes étudiées aux facettes parallèles à la direction
Oz . Par conséquent, l’extrémité du vecteur contrainte T = (σ, τ) décrit le cercle de
Mohr de diamètre σ1σ2

Rappel :

(important) On définit le vecteur unitaire t̄ dans le plan
(
M , n̄,T

)
tel que le trièdre

(n̄, t̄ , ēz ) soit orthonormé direct. On écrit

T (n̄) = σn̄ + τ t̄ dans le repère (n̄, t̄) et T = (σ, τ) dans le plan de Mohr

n̄

t̄

M
T (n̄)

σ

τ

x

y

θ

σ

τ

O OM

T

σ

τ

θM = −2θ

OM =
(
σ1+σ2

2
, 0
)
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Élasticité plane Cercle de Mohr en contrainte plane

Cercle de Mohr en contrainte plane

En partant des composantes de ¯̄σ dans le repère des directions principales :

[σ] =

[
σ1 0
0 σ2

]

on a obtenue les relations (17)

σ = σ1 cos2 θ + σ2 sin2 θ

τ = −σ1 cos θ sin θ + σ2 cos θ sin θ

et les mêmes en fonction de l’angle double θM = −2θ (relation (18)) :

σ =
σ1 + σ2

2
+
σ1 − σ2

2
cos (−2θ)

τ =
σ1 − σ2

2
sin (−2θ)
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Élasticité plane Formules du cercle de Mohr

Formules du Cercle de Mohr en contrainte plane
Nouveau problème :

On cherche à exprimer les composantes (σ, τ) en fonction des composantes de ¯̄σ dans
un repère (ēx , ēy) quelconque :

[σ](ēx ,ēy) =

σx τxy

τyx σy



Solution :
En appliquant les formules de changement de base, de la base (ēx , ēy) vers la base
(n̄, t̄).

[σ](n̄ ,̄t) = [R] [σ](ēx ,ēy)
t[R] avec [R] =

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ


on obtient les relations générales∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σn = cos2 θσx + sin2 θσy + 2 cos θ sin θτxy

σt = sin2 θσx + cos2 θσy − 2 cos θ sin θτxy

τnt = − cos θ sin θ (σx − σy) +
(
cos2 θ − sin2 θ

)
τxy

(21)
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Élasticité plane Formules du cercle de Mohr

En identifiant les termes σn avec σ et τnt avec τ , on obtient les formules

σ = σx cos2 θ + σy sin2 θ + 2τxy sin θ cos θ (22a)

τ = − (σx − σy) sin θ cos θ + τxy
(
cos2 θ − sin2 θ

)
(22b)

Ou encore, en fonction de l’angle double θM = −2θ :

σ =
σx + σy

2
+
σx − σy

2
cos (−2θ)− τxy sin (−2θ) (23a)

τ = −σx − σy

2
sin (−2θ) + τxy cos (−2θ) (23b)

Remarque :

On retrouve les formules (17) et (18) si Ox et Oy sont les directions principales.

En effet on a dans ce cas τxy = 0.
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D́eterminationducercledeMohrencontrainteplane
Onsupposeconnuelescomposantesdē̄σdanslerep̀ere(̄ex,̄ey):

[σ]=





T(M,̄ex) T(M,̄ey) T(M,̄ez)

σx τxy 0
τyx σy 0
0 0 0





Probl̀eme:CommenttracerlecercledeMohràpartirdescomposantesde¯̄σ?

Étape1:Onorientelevecteurunitairet̄telqueletrìedre(̄n,̄t,̄ez)soitdirect.

Étape2:Pard́efinition,lesscalairesσx,τyxsontlescomposantesduvecteur
contrainte

T(̄ex)=σx̄ex+τyx̄ey

Commelerep̀ere(̄n,̄t)delafacettedenormal
n̄=̄excöıncideaveclerep̀ere(̄ex,̄ey)onpeut
écrire

T(̄ex)=σxn̄+τyx̄t

alorsl’extŕemit́eTxduvecteurcontrainteT(̄ex)
dansleplandeMohracommecomposante

Tx=(σx,τyx)
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Élasticit́eplane D́eterminationducerclede Mohr

Étape3:Lesscalairesσy,τxysontlescomposantesduvecteurcontrainte

T(̄ey)=σȳey+τxȳex

Or,comptetenudel’orientationduvecteur̄t(avec
lacondition(̄n,̄t,̄ez)direct)onapourcette
facette:

n̄=̄ey,̄t=−̄ex

onpeutdonćecrire

T(̄ex)=σxn̄+−τyx̄t

Ainsil’extŕemit́eTyduvecteurcontrainteT(̄ey)
dansleplandeMohracommecomposante

Ty=(σy,−τxy)

Bilan:

Ondisposede2pointsTx,TysurlecercledeMohrcorrespondantà2facettes
tourńeesdeπ/2.
Ces2pointssontdoncdiaḿetralementoppośessurlecercle.
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Élasticit́eplane D́eterminationducerclede Mohr
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tourńeesdeπ/2.
Ces2pointssontdoncdiaḿetralementoppośessurlecercle.
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ConstructionducercledeMohr

1 OnplacedansleplandeMohrlespointsTx=(σx,τyx)

etTy=(σy,−τxy).

2 Ces2pointsformentundiam̀etreTxTy;l’intersectiondecediam̀etreavec
l’axeOσmarquelecentreducercledeMohr.

OM =
σx+σy
2

,0 =
σ1+σ2
2

,0

3 LerayonestdonńeparPythagore

R= OMTx = (σx−1
2
(σx+σy))

2+τ2yx= 1
4
(σx−σy)

2+τ2yx

x

y

n̄

t̄

M

T(̄ex)

σx

τyx

σ

τ

O

Tx

σx

τyx
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R= OMTx = (σx−1
2
(σx+σy))

2+τ2yx= 1
4
(σx−σy)

2+τ2yx

x

y

n̄

t̄

M

T(̄ey)
σy

τxy
σ

τ

O

Tx

σx

τyx

O

Ty

σy

τxy



ConstructionducercledeMohr

1 OnplacedansleplandeMohrlespointsTx=(σx,τyx)etTy=(σy,−τxy).

2 Ces2pointsformentundiam̀etreTxTy;l’intersectiondecediam̀etreavec
l’axeOσmarquelecentreducercledeMohr.

OM =
σx+σy
2

,0 =
σ1+σ2
2

,0

3 LerayonestdonńeparPythagore

R= OMTx = (σx−1
2
(σx+σy))

2+τ2yx= 1
4
(σx−σy)

2+τ2yx

x

y

n̄

t̄

M

T(̄ey)
σy

τxy
σ

τ

O

Tx

σx

τyx

O

Ty

σy

τxy

OM



ConstructionducercledeMohr

1 OnplacedansleplandeMohrlespointsTx=(σx,τyx)etTy=(σy,−τxy).

2 Ces2pointsformentundiam̀etreTxTy;l’intersectiondecediam̀etreavec
l’axeOσmarquelecentreducercledeMohr.

OM =
σx+σy
2

,0 =
σ1+σ2
2

,0

3 LerayonestdonńeparPythagore
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Utilisation pratique du Cercle de Mohr

On connâıt les composantes de [σ] =

[
σx τxy
τyx σy

]
dans le repère (ēx , ēy).

Problème : On cherche à utiliser les propriétés du cercle de Mohr pour déterminer
les directions principales Ox1,Ox2 et les contraintes principales σ1, σ2.

Solution graphique :

1 On trace le cercle selon la méthode indiquée précédemment.

2 L’intersection du cercle avec l’axe Oσ donne σ2, σ1 (on ordonne arbitrairement
σ2 ≤ σ1)

3 L’angle orienté ϕM = −θM dans le plan de Mohr, correspondant
ϕ = −θ = − 1

2
ϕM = 1

2
θM , donne l’angle entre la direction Ox et la direction

principale Ox1.

x

y

σ

τ
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Formules déduites du cercle de Mohr
Du cercle de Mohr, on déduit les formules suivantes :

Oσ1 = OOM + R ; Oσ2 = OOM − R

soit

σ1 =
σx + σy

2
+

√(σx − σy

2

)2

+ τ2
yx (24a)

σ2 =
σx + σy

2
−
√(σx − σy

2

)2

+ τ2
yx (24b)

On a de plus

σ

τ

O

Tx

σ2 σ1

OM

ϕM

tg(−ϕM ) =
τyx

σx − 1
2

(σx + σy)

soit

ϕ =
1

2
arctan

(
2τyx

σx − σy

)
(25)

Remarque :

On peut retrouver les relations (24) en calculant les valeurs propres du tenseur plan
¯̄σ qui sont les racines du polynôme caractéristique.
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Critères limites d’élasticité

Plan du chapitre

1 Directions et contraintes principales

2 Représentation de Mohr

3 États de contraintes remarquables

4 Élasticité plane

5 Critères limites d’élasticité
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Critères limites d’élasticité Problématique

Problématique

Problèmatique : pour un état de contrainte quelconque ¯̄σ (M ), on cherche à savoir
si la contrainte limite d’élasticité à été atteinte.

Soit σs la limite d’élasticité obtenue expérimentalement lors d’un essai de traction
uniaxial (voir TP n°1).

Lorsque l’état de contrainte au point M se réduit à une contrainte uniaxiale σ
(scalaire), le critère s’écrit simplement

σ < σs

Question : lorsque l’état de contrainte est complexe (plusieurs composantes non
nulles) comment comparer σ à σs ?
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(scalaire), le critère s’écrit simplement
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F. Petitjean (Génie Mécanique) Élasticité Septembre 2011 136 / 250



Critères limites d’élasticité Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Invariants de ¯̄σ
Soit [σ] = (σij ) la matrice des composantes de ¯̄σ dans une base quelconque (ēi).

Comme on la vu précédemment, les contraintes principales σ1, σ2, σ3 sont les racines
du polynôme caractéristique :

p (λ) = det ([σ]− λ [I ]) = −λ3 + IIλ
2 − IIIλ+ IIII

où

II = tr [σ] = σii

III = 1
2

[
(tr [σ])2 − tr([σ]2)

]
IIII = det [σ]

propriété

Les grandeurs II , III , IIII sont les invariants principaux de ¯̄σ ; ils sont invariant
par changement de repère.

Remarque : on peut maintenant justifier que la fonction trace, définie par

tr¯̄σ = tr [σ] = σij ,

et bien une fonction de tenseurs.
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Critères limites d’élasticité Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Invariants de ¯̄σ
Soit [σ] = (σij ) la matrice des composantes de ¯̄σ dans une base quelconque (ēi).
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Critères limites d’élasticité Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Soit une fonction f : ¯̄σ → f (¯̄σ) dans R. De façon concrète, f dépend ¯̄σ à travers ses
composantes dans une base R particulière, autrement dit

f (¯̄σ) = fR(σij ) = fR([σ])

Définitions

On dit que f est isotrope si f est invariante dans toute isométrie c’est à dire, si

f ([σ]) = f
(t[Q ] [σ] [Q ]

)
, ∀ [σ] , ∀ [Q ] rotation

Dans ce cas, on dit que f est fonction du seul tenseur ¯̄σ.

Théorème (de représentation)

Une fonction isotrope f : ¯̄σ → f (¯̄σ) dans R ne dépend que des invariants de ¯̄σ :

f (¯̄σ) = f (II (¯̄σ), III (¯̄σ), IIII (¯̄σ))
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Critères limites d’élasticité Fonction isotrope d’un tenseur symétrique

Propriétés des fonctions isotropes

Propriété

Toute fonction f ([σ]) à valeurs réelles qui ne dépend que des valeurs principales de [σ]
et qui est invariante par permutation circulaire de ses paramètres est isotrope.

Exemples - Les fonction :

J1 (¯̄σ) = tr¯̄σ; J2 (¯̄σ) = 1
2
tr
(
¯̄σ2) ; J3 (¯̄σ) = 1

3
tr
(
¯̄σ3)

[σ]→ σvM =
1√
2

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ1 − σ3)2

sont isotropes.

Propriété

Les fonctions J1, J2, J3 constituent un jeu d’invariants équivalents aux invariants
principaux. Par conséquent, toute fonction isotrope peut s’exprimer en fonction de
J1, J2, J3.
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Tenseur déviateur des contraintes
Tout tenseur ¯̄σ peut être décomposé en ses parties dites sphérique et déviatorique.

On introduit pour cela :

1

la contrainte moyenne σm :

σm = 1
3
tr¯̄σ

Alors la partie sphérique de ¯̄σ est, par définition, le tenseur isotrope

σm
¯̄1

dont les 3 valeurs propres sont égales à σm ; il vérifie tr(σm
¯̄1) = tr¯̄σ

2

La contrainte déviatorique ¯̄s, appelée aussi déviateur de ¯̄σ, définie par

¯̄s = ¯̄σ − σm
¯̄1

Par construction ¯̄s est de trace nulle : tr¯̄s = 0.

Proposition

Tout tenseur ¯̄σ s’écrit de façon unique sous la forme

¯̄σ = σm
¯̄1 + ¯̄s avec tr¯̄s = 0
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Critères limites d’élasticité Déviateur des contraintes

Exemple

Soit le tenseur des contraintes uniaxial dans la direction ē1 :

¯̄σ = σē1 ⊗ ē1

La contrainte moyenne de ¯̄σ est
σm = 1

3
σ

alors

¯̄s = ¯̄σ − σm
¯̄1 = σē1 ⊗ ē1 − 1

3
σ¯̄1 = 2

3
σē1 ⊗ ē1 − 1

3
σ (ē2 ⊗ ē2 + ē3 ⊗ ē3)

ou encore, la matrice de ses composantes est

[s] =

 2
3
σ 0 0
0 − 1

3
σ 0

0 0 − 1
3
σ


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Critères limites d’élasticité Critères limites d’élasticité

Critères limites d’élasticité

Définition

Le domaine d’élasticité (initial) d’un matériau isotrope est défini par la donnée d’une
fonction scalaire f du seul tenseur des contraintes ¯̄σ appelée critère limite
d’élasticité ou fonction seuil.

Elle est construite de telle sorte que{
f < 0 représente le domaine des contraintes élastiques

f = 0 représente la limite d’élasticité initiale

Critère de Rankine :

fR (¯̄σ) = sup (|σ1| , |σ2| , |σ3|)− σs

il correspond au choix de la plus grande contrainte normale.

Critère de Tresca :

fT (¯̄σ) = sup (|σ1 − σ2| , |σ2 − σ3| , |σ1 − σ3|)− σs

il correspond au choix de la plus grande contrainte tangentielle (avec un facteur 2).
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Critères limites d’élasticité Critères limites d’élasticité

Critère de von Mises :

fvM (¯̄σ) =
1√
2

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ1 − σ3)2 − σs

il correspond au choix d’un critère en énergie. En effet, la contrainte de von Mises
définie par

σvM = fvM (¯̄σ)

est reliée à l’énergie de déformation élastique.

Ce critère peut aussi s’écrire en fonction des composantes σij de ¯̄σ dans un repère
quelconque :

σvM =
1√
2

√
(σ11 − σ22)2 + (σ22 − σ33)2 + (σ11 − σ33)2 + 6 (σ2

12 + σ2
23 + σ2

31)

On peut montrer que

fvM (¯̄σ) = f̃vM (¯̄s) =

√
3

2
tr¯̄s2 − σs
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Chapitre III - Étude des déformations dans un milieu
continu

Objectifs :

1. Définir la notion de déformation, géométrique et mathématique

2. Savoir exploiter les méthodes de mesures expérimentales

Sommaire
1 Étude des déformations

2 Tenseur des petites déformations

3 Puissance de déformation volumique

4 Changement de repère et déformations principales

5 Cercle de Mohr des déformations

6 Mesure des déformations par extensométrie
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Étude des déformations

Plan du chapitre

1 Étude des déformations

2 Tenseur des petites déformations

3 Puissance de déformation volumique

4 Changement de repère et déformations principales
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6 Mesure des déformations par extensométrie
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Étude des déformations Introduction et exemples

Déformation d’un milieu continu
Lorsque l’on applique un chargement à un corps solide, celui-ci se déforme. Pour
définir la notion de déformation on doit pouvoir décrire le changement de forme du
solide entre deux instants ou deux configurations.

La déformation doit mesurer en quoi la transformation du solide diffère d’un
mouvement de corps rigide, ce qui nécessite d’être capable de représenter le
mouvement.
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Étude des déformations Introduction et exemples

Exemples de grandes transformations (pas au programme)

Emboutissage de tôle mince La déformation est repéré au moyen d’une grille
rectangulaire dessinée sur la tôle initialement plane.

Les déformations sont irréversibles (plasticité).
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Étude des déformations Introduction et exemples

Matriçage d’un bloc d’aluminium On peut observer grâce au marquage de la
pièce les très grandes déformations.

Comme dans le cas de l’emboutissage, les déformations sont irréversibles (plasticité).
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Étude des déformations Introduction et exemples

Déformation d’élastomères Les élastomères sont des matériaux très souples qui
admettent de grandes déformations tout en restant élastiques (c’est-à-dire
réversibles) : ils sont dit hyperélastique.

Résultats de calculs sur des soufflets en caoutchouc

Ces soufflets sont utilisés dans de nombreuses industries de protéger les connexions
souples entre les deux organes. Ils sont notamment utilisés dans l’industrie
automobile pour protéger les joints d’entrâınement.
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Étude des déformations Introduction et exemples

Soufflet de levier de vitesse
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Étude des déformations Introduction et exemples

On peut rencontrer des transformations qui conduisent à des grands déplacements
mais sans grande déformation.

Cas d’une structure mince qui subit de grands déplacements (et rotations) bien
que les déformations restent faibles.
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Étude des déformations Introduction et exemples

Cas d’une structure est épaisse : la même transformation entrâıne de grandes
déformations.
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Étudedesd́eformations Transformationd’un milieucontinu

Transformationd’unmilieucontinu

Lapositiond’unpointmat́erielM0,danslaconfigurationdeŕef́erenceΩ0,estreṕeŕee
parlevecteurposition

x̄0=OM0

Al’instantt,apr̀estransformation,cem̂emepointmat́erielseretrouveàlaposition
reṕeŕeeparlepointM

0

M0

M (t)

.
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Onsupposequ’ilexisteunefonctioncontinueetd́erivableΦ(̄x0,t)tellequ’achaque
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Étudedesd́eformations Transformationd’un milieucontinu

Transformationd’unmilieucontinu

Ond́efinitlevecteurd́eplacementdupointM0par

ū=OM−OM0=̄x−x̄0=Φ(̄x0,t)−x̄

0

M0

M (t)

0
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Étudedesd́eformations Transformationd’un milieucontinu

Transformationd’unmilieucontinu

Lafonctionφ

0

M0

M (t)

permetdecaract́eriserlaposition(etdoncled́eplacementdumilieu
continu)maispassad́eformation,c’est-̀a-direlavariationlocaledelongueuretla
distorsion.
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Étudedesd́eformations Casdestransformationshomog̀enes

Casdestransformationshomog̀enes
Onconsid̀ereunetransformationaffinedelaforme:

x̄0→ x̄=φ(̄x0,t)=F(t)̄x0+C(t)

òuCestunvecteuretF

M0
M (t)

untenseurd’ordre2.

LetenseurFpeut̂etrerepŕesent́eparunematrice3×3dansunebasedonńee.Cette
transformationestidentiquedanstoutlesolide.

Onpeutmontrerqueladilatationvolumiqueestdonńeepar

V

V0
=detF (26)
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transformationestidentiquedanstoutlesolide.

Onpeutmontrerqueladilatationvolumiqueestdonńeepar
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Étudedesd́eformations Casdestransformationshomog̀enes

Transportd’unvecteur
Onchercheàmesurerletransportd’unsegmentmat́erieldelaconfigurationinitiale
àlaconfigurationàl’instantt.

Onconsid̀erepourcela2pointsmat́erielsM0,M0.OnnoterespectivementM,M les
pointstransforḿes.

CalculonslatransforḿeeduvecteurM0M0,ona

MM =OM −OM=F(t)OM0−OM0 =F(t)M0M0

Ainsi,latransforḿeed’unvecteurū0estdonńeepar

ū=F(t)̄u0

M0

κ0 M′0

M

κt

M′

(27)
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M

κt

M′

(27)
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Étudedesd́eformations Casdestransformationshomog̀enes

Tenseurdesdilatations

Mesurerunedilatationńecessitedesavoirmesurerlalongueurd’unvecteuretdonc
deconnâıtrelatransforḿeed’unproduitscalaire.

Soient2vecteursū0,̄v0etlesvecteurstransforḿesselonlaformule:

ū=Fū0,̄v=F̄v0

Onaainsi

ū·̄v=Fū0·F̄v0=ū0
t
FF̄v

M0

M

0
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Étude des déformations Cas des transformations homogènes

Le tenseur
C = tF F (28)

est appelé le tenseur des dilatations. C’est un tenseur symétrique (C = tC ).

Il permet d’exprimer le produit scalaire des vecteurs transportés en fonction des
vecteurs initiaux selon la formule :

ū · v̄ = ū0C v̄0
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Étude des déformations Cas des transformations homogènes

Dilatation dans une direction

Il s’agit de comparer la longueur d’un vecteur ū0 dans la configuration initiale et la
longueur de son transporté dans la configuration déformée.

En faisant ū0 = v̄0 dans la formule du transport du produit scalaire, on obtient

|ū|2 = ū0C ū0

Définition

On appelle dilatation dans la direction ū0 le rapport :

λ (ū0) =
|ū|
|ū0|

=

√
ū0C ū0

|ū0|

Définition

On appelle allongement unitaire dans la direction ū0 la grandeur :

δ (ū0) =
|ū| − |ū0|
|ū0|

= λ (ū0)− 1
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Étude des déformations Cas des transformations homogènes

Glissement dans un couple de directions orthogonales
La variation de longueur induit des variations angulaires. On s’intéresse en particulier
à la variation de l’angle de deux vecteurs matériels initialement orthogonaux.

Définition

On définit le glissement θ de deux directions orthogonales ū0, v̄0 par :

θ =
π

2
− (ū, v̄) = (ū0, v̄0)− (ū, v̄)

autrement dit
(ū, v̄) =

π

2
− θ
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Étude des déformations Cas des transformations homogènes

Glissement dans un couple de directions orthogonales

En utilisant ce qui précède et la formule du transport du produit scalaire, on a

sin θ = cos (π/2− θ) =
ū · v̄
|ū| |v̄ | =

ū0C v̄0(
ū0C ū0

)1/2 (
v̄0C v̄0

)1/2

d’où la relation

sin θ =
ū0C v̄0(

ū0C ū0

)1/2 (
v̄0C v̄0

)1/2
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Étude des déformations Dilatations principales

Dilatations principales

Le tenseur C étant symétrique, il est toujours possible de construire une base
orthogonale (ē1, ē2, ē3) orientée selon les directions principales.

La matrice des composantes de C dans cette base est alors diagonale ; elle s’écrit :

[C ] =

C1 0 0
0 C2 0
0 0 C3


où les Ci sont les valeurs propres.

Les Ci étant positifs (la forme quadratique associée ū0 → ū0C ū0 = |ū|2 est définie
positive) on peut définir les grandeurs

λi =
√

Ci , i = 1, 2, 3
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Étudedesd́eformations Dilatationsprincipales

Onaalors

λ(̄ei)= ēiCēi=λi,i=1,2,3

ainsiλirepŕesenteladilatationdansladirectionprincipaleēi.

Pourcetteraison,lesλisontappeĺeeslesdilatationsprincipales.
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Étude des déformations Transformations quelconques

Transformations quelconques

Question :

Dans le cas général d’une transformation x̄0 → x̄ =Φ (x̄0, t) quelconque,

1 quel sens peut on donner au transport d’un segment matériel

2 comment définir la notion de dilatation ?
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Étude des déformations Transformations quelconques

Soient une transformation Φ et 2 vecteur x̄0 et x̄ ′0, on a

OM = x̄ = φ (x̄0) , OM
′

= x̄ ′ = φ
(
x̄ ′0
)

En réalisant un développement limité à l’ordre 1 au voisinage de x̄0, on peut écrire

MM
′

= OM
′ −OM = Φ

(
x̄ ′0
)
− Φ (x̄0)

' OΦ (x̄0)
(
x̄ ′0 − x̄0

)
' OΦ (x̄0) M0M

′
0

On note F (x̄0) = OΦ (x̄0) le tenseur de composante
∂Φij

∂xij
.

D’après ce qui précède, on a la relation

dx = F (x̄0) dx0 (29)

Cette relation est l’analogue de la formule du transport d’un vecteur, valable
seulement pour les transformations homogènes.
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Étude des déformations Transformations quelconques

La déformation est une notion locale. Cela nécessite de se placer au niveau d’un point
M0 et de prendre la transformation tangente.

Il faut donc considérer un petit élément de volume autour de M0.

F. Petitjean (Génie Mécanique) Élasticité Septembre 2011 165 / 250



Étudedesd́eformations Transformationsquelconques

Soitūlevecteurd́eplacementd́efinipar

ū(̄x0)=OM−OM0=̄x−x̄0=Φ(̄x0,t)−x̄0

onaalorslarelation

ū·̄v=ū0Cv̄0

òu

0

M0

M (t)

1d́esigneletenseurunit́e.
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Étude des déformations Tenseurs des déformation

Tenseurs des déformation
Il y a plusieurs choix possibles pour définir un tenseur des déformations. Celui-ci doit
vérifier plusieurs conditions :

1 le tenseur doit être symétrique.

2 il doit conduire à une mesure nulle pour tout mouvement de corps rigide
(combinaison d’une rotation et d’une translation).

Définition

Le tenseur défini par

E =
1

2

(
C − 1

)
=

1

2

(t
F F − 1

)
est appelé le tenseur de Green-Lagrange.

Proposition

E est symétrique et nul pour tout mouvement de corps rigide. Il peut également
s’écrire en fonction de Ou :

E =
1

2

(
Ou +

t
Ou
)

+
1

2

t
Ou Ou
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vérifier plusieurs conditions :

1 le tenseur doit être symétrique.
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Définition

Le tenseur défini par

E =
1

2

(
C − 1

)
=

1

2

(t
F F − 1

)
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Étude des déformations Tenseurs des déformation

Remarque : la relation ū → E (ū) est non linéaire du fait de la présence du terme

quadratique
t
Ou Ou

De la formule du transport d’un produit scalaire on tire la relation

ū · v̄ − ū0 · v̄0 = 2ū0Ev̄0

et si l’on prend v̄0 = ū0 on obtient

|ū|2 − |ū0|2 = 2ū0Eū0

Les formules donnant la dilatation, l’allongement unitaire et le glissement peuvent

s’exprimer en fonction de E .

En particulier, la dilatation d’un vecteur ū0 s’écrit

λ (ū0) =

√
1 + 2

ū0Eū0

|ū0|2
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Tenseur des petites déformations

Plan du chapitre

1 Étude des déformations

2 Tenseur des petites déformations

3 Puissance de déformation volumique

4 Changement de repère et déformations principales

5 Cercle de Mohr des déformations

6 Mesure des déformations par extensométrie
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Tenseur des petites déformations Hypothèse des petites perturbations (HPP)

Hypothèse des petites perturbations (HPP)

Définition

La transformation est dite infinitésimale si∣∣∣∣∣∣Ou (x̄0)
∣∣∣∣∣∣ << 1 pour tout x̄0 ∈ Ω0

Cette condition est équivalente à la condition

F (x̄0) = o
(

1
)

Sous cette hypothèse, l’application ū0 → E (ū0) peut être linéarisée en partant de
l’expression du tenseur de Green-Lagrange :

E (x̄0) =
1

2

(
Ou +

t
Ou
)

+ o
(
Ou
)

= ε+ o
(
Ou
)
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Tenseur des petites déformations Hypothèse des petites perturbations (HPP)

Définition

Le tenseur

ε =
1

2

(
Ou +

t
Ou
)

est appelé le tenseur des petites déformations.

Ce tenseur vérifie
E = ε+ o

(
Ou
)
' ε

de plus ∣∣∣∣ε∣∣∣∣ << 1

Si l’on se place dans une base orthonormée (ēi), et en notant ū = (ui) les
composantes du vecteur ū dans cette base, les composantes de ce tenseur dans une
base orthonormée sont

εij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
Ces composantes peuvent être écrites sous la formes de la matrice symétrique

[ε] =

ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33


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Tenseur des petites déformations Interprétation géométrique de ε

Extensions simples dans le plan (ē1, ē2)
L’extension simple dans le plan (ē1, ē2) est caractérisée par les 2 composantes
normales

ε11 =
∂u1

∂x1
, ε22 =

∂u2

∂x2

ce qui correspond à la matrice 2× 2 diagonale

[ε] =

[
ε11 0
0 ε22

]

N0M0

MN

P0

P

ē1

d
x

2

Q0

dx1

ē2 Q

u1

u2

u2 + ∂u2
∂x2

dx2

u1 + ∂u1
∂x1

dx1
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Tenseur des petites déformations Interprétation géométrique de ε

Glissement double selon les directions ē1 et ē2

Le glissement double est caractérisé par les 2 composantes tangentielles

ε12 = ε21 =
1

2

(
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

)

N0M0

M
N

P0
P

ē1

d
x

2

Q0

dx1

ē2

Q

u1
u2

u1 + ∂u1
∂x2

dx2

u2 + ∂u2
∂x1

dx1

θ2

θ1 ' tan θ1 =
∂u1

∂x2

θ2 ' tan θ2 =
∂u2

∂x1

ε12 = ε21 =
θ1 + θ2

2

Le glissement des 2 directions ē1 et ē2 est donné par

γ (ē1, ē2) = 2ε12 = 2ε21

ce glissement est noté γ12. On introduit ainsi les 6 glissements :

γij = 2εij , i 6= j
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Tenseur des petites déformations Propriétés du tenseur des petites déformations

Propriétés du tenseurs des petites déformations
On peut montrer à partir des formules du cours que l’allongement unitaire et le
glissement peuvent être approchés par des expressions fonction de ε.

L’allongement unitaire δ d’un vecteur élémentaire dM 0 = ds0dM 0/
∣∣dM 0

∣∣ peut
être calculé par la relation :

δ
(
dM 0

)
=

ds − ds0

ds0
' dM 0ε dM 0∣∣dM 0

∣∣2
ou encore, si on note n̄0 = dM 0/

∣∣dM 0

∣∣,
δ
(
dM 0

)
' n̄0ε n̄0 = t{n0} [ε] {n0}

Le glissement θ de deux directions orthogonales dM 0, dM
′
0 peut être calculé par la

relation :

εV (M0) =
dV − dV0

dV0
' trε = ε11 + ε22 + ε33

La variation relative de volume εV (M0) au point M0 peut être approchée par

εV (M0) =
dV − dV0

dV0
' trε = ε11 + ε22 + ε33
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être calculé par la relation :

δ
(
dM 0

)
=

ds − ds0

ds0
' dM 0ε dM 0∣∣dM 0

∣∣2
ou encore, si on note n̄0 = dM 0/

∣∣dM 0

∣∣,
δ
(
dM 0

)
' n̄0ε n̄0 = t{n0} [ε] {n0}

Le glissement θ de deux directions orthogonales dM 0, dM
′
0 peut être calculé par la

relation :

εV (M0) =
dV − dV0

dV0
' trε = ε11 + ε22 + ε33

La variation relative de volume εV (M0) au point M0 peut être approchée par

εV (M0) =
dV − dV0

dV0
' trε = ε11 + ε22 + ε33
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Tenseur des petites déformations Propriétés du tenseur des petites déformations

Démonstration
Démonstration de la formule

δ (n̄0) ' n̄0ε n̄0 = t{n0} [ε] {n0}

pour un vecteur unitaire n̄0.

On a vu précédemment que

λ (ū0) =

√
1 + 2

ū0Eū0

|ū0|2

or on a, à l’ordre 1,

E ' ε et
∣∣∣∣ε∣∣∣∣ << 1

alors, si on considère un vecteur élémentaire ū0, on peut écrire

λ (ū0) '

√
1 + 2

ū0εū0

|ū0|2
' 1 +

ū0εū0

|ū0|2

Comme δ (ū0) = λ (ū0)− 1, on obtient la formule demandée :

δ (ū0) ' ū0εū0

|ū0|2
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Puissance de déformation volumique
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6 Mesure des déformations par extensométrie
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Puissance de déformation volumique

Puissance de déformation volumique

On considère un corps Ω soumis aux systèmes de forces surfacique F
S

et volumique
f̄ v .

On cherche à déterminer la puissance volumique (par unité de volume) des efforts
intérieurs Πdef
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Puissance de déformation volumique

Puissance des forces surfaciques

La puissance des forces surfaciques F
S

qui s’exercent sur la frontière du solide à
l’instant t est donnée par ˆ

∂Ωt

F
S

(M ) . ˙̄u (M ) da

où ˙̄u désigne le champ de vitesse.

En appliquant la formule de Cauchy et le théorème de divergence, on peut écrire

ˆ
∂Ω

(¯̄σ.n̄) . ˙̄u da =

ˆ
∂Ω

(
¯̄σ. ˙̄u
)
.n̄ da =

ˆ
Ω

div
(
¯̄σ. ˙̄u
)

dv

On cherche à transformer l’expression div
(
¯̄σ. ˙̄u
)
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Puissance de déformation volumique

On a la relation

div
(
¯̄σ. ˙̄u
)

= (div¯̄σ) . ˙̄u + ¯̄σ : O. ˙̄u (30)

Le premier terme peut être transformé au moyen de l’équation du mouvement

ργ̄ − f̄ v − div¯̄σ = 0

Le second terme peut être réécrit de la façon suivante :

¯̄σ : O. ˙̄u = σij
1
2

(∂j u̇i + ∂i u̇j )

puisque ¯̄σ est symétrique.

Ainsi, on a

¯̄σ : O. ˙̄u = ¯̄σ : ˙̄̄ε

où

˙̄̄ε = 1
2

(∂j u̇i + ∂i u̇j ) =
1

2

(
O. ˙̄u +

t

O. ˙̄u

)
désigne le tenseur des vitesses de déformation.
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Puissance de déformation volumique

On obtient ainsi, à partir de (30) la relation

ˆ
Ω

div
(
¯̄σ. ˙̄u
)

dv +

ˆ
Ω

f
v
. ˙̄u dv −

ˆ
Ω

¯̄σ : ˙̄̄ε dv =

ˆ
Ω

ργ̄. ˙̄u dv

On reconnait, dans les 2 premiers termes, la puissance des forces extérieures
surfaciques et la puissance des forces extérieures de volume.

Le terme de droite n’est autre que la dérivée (particulaire) de l’énergie cinétique

dC

dt
=

ˆ
Ω

ργ̄. ˙̄u dv ou C =
1

2

ˆ
Ω

ρ ˙̄u2dv

Le troisième terme du membre de gauche peut être identifié en évoquant le théorème
de l’énergie cinétique :

Théorème de l’énergie cinétique

La dérivée (particulaire) de l’énergie cinétique est égale à la somme des puissances de
tous les efforts extérieurs et intérieurs.
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Puissance de déformation volumique

Puissance de déformation volumique

Bilan : on peut poser

Définition

La puissance volumique (i.e. par unité de volume) des efforts intérieurs à Ω est
donnée par

Πdef = ¯̄σ : ˙̄̄ε
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Changement de repère et déformations principales
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Changement de repère et déformations principales Déformations principales

Déformations principales

Théorème

Le tenseur des déformations ¯̄ε étant symétrique, Il possède 3 valeurs propres réelles
(distinctes ou confondues) ε1, ε2, ε3 et 3 directions propres Ox1,Ox2,Ox3.

Il est donc toujours possible de définir une base orthonormée propres (ē1, ē2, ē3)
construit sur les directions propres Ox1,Ox2,Ox3.

Les déformations ε1, ε2, ε3 sont appelées les déformations principales.

Les directions propres sont les directions principales (des déformations).
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Changementderep̀ereetd́eformationsprincipales D́eformationsprincipales

Corollaire

Ilesttoujourspossibledeseplacerdansunebaseorthonorḿee(̄e1,̄e2,̄e3)detelle
sortequel’́etatded́eformationsoitŕeduitauxtroisd́eformationsnormales1,2,3.

Lesolideestalorsenextensionsimpledansles3directions.
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Changement de repère et déformations principales États de déformation remarquables

Déformations planes

Définition

Soit (ēi) une base orthonormée. On appelle tenseur plan (relativement au plan
Ox1x2) le tenseur ¯̄ε tel que ses composantes dans la base (ēi) soient

[ε] =

ε11 ε12 0
ε21 ε22 0
0 0 0

 (31)

Autrement dit, les déformations sont uniquement dans le plan Ox1x2.
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Changement de repère et déformations principales États de déformation remarquables

Déformation dans un plan normal à une direction principale

On considère une base orthonormée (ē1, ē2, ē3) telle que Ox3 soit une direction
principale pour le tenseur ε, alors la matrice des composantes du tenseur dans cette
base s’écrit

[ε] =

ε11 ε12 0
ε21 ε22 0
0 0 ε33

 (32)

Exemple : en surface d’une pièce, si Ox3 est la normal à la surface, le champ de
tenseur est toujours de cette forme.
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Cercle de Mohr des déformations
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Cercle de Mohr des déformations Définition

Cercle de Mohr des déformations

La méthode des cercles de Mohr développée pour les contraintes peut être utilisée
pour représenter les composantes normale et angulaire de la déformation.

Elle s’applique dans le cas où l’un des axes du repère est déjà principal, ce qui est le
cas des tenseurs de la forme (31) et (32).

On reprend dans ce qui suit les calculs déjà réalisés pour les contraintes.

Soit un tenseur des déformations de la forme

[ε](ēx ,ēy ,ēz ) =

 εx εxy 0
εyx εy 0
0 0 εz


dans la base (ēx , ēy , ēz ).
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Cercle de Mohr des déformations Définition

On considère une seconde base (ēn , ēt , ēz ) déduite de la première par une rotation
autour de l’axe Oz d’angle θ.

En utilisant la formule de changement de repère (14), avec comme matrice de passage

[R] =

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1


on obtient la matrice

[ε](ēn ,ēt ,ēz ) =

εn εnt 0
εtn εt 0
0 0 εz


avec

∣∣∣∣∣∣∣∣
εn = cos2 θεx + sin2 θεy + 2 cos θ sin θεxy

εt = sin2 θεx + cos2 θεy − 2 cos θ sin θεxy

εnt = − cos θ sin θ (εx − εy) +
(
cos2 θ − sin2 θ

)
εxy
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Cercle de Mohr des déformations Définition

Notons γ/2 = εnt la composante de glissement, on obtient

εn = εx cos2 θ + εy sin2 θ + 2εxy sin θ cos θ (33a)

γ/2 = − (εx − εy) sin θ cos θ + εxy
(
cos2 θ − sin2 θ

)
(33b)

On peut écrire ces formules en fonction de l’angle double −2θ en utilisant les
relations trigonométriques :

2 cos θ sin θ = sin 2θ, 2 cos2 θ = 1 + cos 2θ, 2 sin2 θ = 1− cos 2θ

On obtient alors les formules

εn =
εx + εy

2
+
εx − εy

2
cos (−2θ)− εxy sin (−2θ) (34a)

γ/2 =
εx − εy

2
sin (−2θ) + εxy cos (−2θ) (34b)
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Cercle de Mohr des déformations Définition

Ces formules traduisent la transformation géométrique suivante. On considère un
plan muni de 2 axes :

(i) l’axe Oε des déformations normales ε comme axe des abscisses ;

(ii) l’axe Oγ des déformations angulaires γ/2 comme axe des ordonnées.

Ce plan est appelé le plan de Mohr. Le couple (εn , γ/2) constitue les coordonnées
d’un point Σn = (εn , γ/2) dans ce plan.

ε

γ/2

O εn

γ/2
Σn = (εn , γ/2)
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Cercle de Mohr des déformations Définition

Théorème (du cercle de Mohr)

On peut montrer à partir des relations (34) que lorsque le repère (ēn , ēt , ēz ) tourne
d’un angle θ par rapport au repère de référence (ēx , ēy , ēz ).

Le point Σn = (εn , γ/2) décrit dans le plan de Mohr un cercle de centre OM et de
rayon R avec

OM =
(

1
2

(εx + εy) , 0
)
, R =

1

2

√
(εx − εy)2 + γ2

xy

ε

γ/2

O OM

Σn=(εn ,γ/2)

R
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Cercle de Mohr des déformations Cas où le repère de référence est principal

Cas où le repère de référence est principal

Dans le cas où le repère de référence est principal, on note (Ox1x2x3), la matrice des
composantes de ε est diagonale :

[ε] =

ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 εz


Les relations (34) deviennent, en introduisant l’angle θM = −2θ,

εn =
ε1 + ε2

2
+
ε1 − ε2

2
cos θM (35a)

γ/2 =
ε1 − ε2

2
sin θM (35b)
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Cercle de Mohr des déformations Cas où le repère de référence est principal

On reconnâıt la description paramétrique d’un cercle de centre OM =
(

1
2

(ε1 + ε2) , 0
)

et de rayon R = 1
2

(ε1 − ε2).

ε

γ/2

O OM

Σn=(εn ,γ/2)

εn

γ/2

ε2 ε1

θM = −2θ
εn =

ε1 + ε2

2
+
ε1 − ε2

2
cos θM

γ/2 =
ε1 − ε2

2
sin θM

Dans ce cas particulier, l’angle θ = − 1
2
θM représente l’angle entre l’axe Ox1 du repère

de référence et l’axe On du repère courant.
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Cercle de Mohr des déformations Cas où le repère de référence est principal

On peut distinguer 3 points remarquables sur le cercle.

Lorsque θM = 0, le point Σn cöıncide avec le point (ε1, 0) autrement dit, εn = ε1 et
γ = 0.

ε

γ/2

O OM

ε2 ε1
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Cercle de Mohr des déformations Cas où le repère de référence est principal

Lorsque θM = π/2, soit θ = −π/4, on a Σn =
(

1
2

(ε1 + ε2) , 1
2

(ε1 − ε2)
)
.

On déduit directement de la représentation de Mohr que la direction définie par
θ = −π/4 porte la plus grande composante de glissement γmax

ε

γ/2

O

OM

Σn=(εn , 1
2
γmax )

εn

1
2
γmax

θM = π/2
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Cercle de Mohr des déformations Cas où le repère de référence est principal

Lorsque θM = π, soit θ = −π/2, le point Σn cöıncide avec le point (ε2, 0) autrement
dit, εn = ε2 et γ = 0.

ε

γ/2

O OM

ε2 ε1
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Cercle de Mohr des déformations Cas où le repère de référence est principal

On déduit de ces observations les propriétés suivantes :

Propriétés déduites du cercle de Mohr

1 Les déformations principales ε1, ε2 sont respectivement la plus grande et la plus
petite déformations normales dans plan ; elles sont portées par les directions
principales Ox1,Ox2 :

ε2 ≤ εn ≤ ε1, quelque soit la direction On

2 La plus grande déformations angulaire (ou composante de glissement) est donnée
par le diamètre du cercle de Mohr

γmax = ε1 − ε2

elle correspond à la variation d’angle droit des directions Ox1,Ox2 tournées de
θ = −π/4
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Mesure des déformations par extensométrie
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Mesure des déformations par extensométrie Moyens de mesure

Moyens de mesure
Il existe un certain nombre de moyens mécaniques et optiques permettant de mesurer
les déformations dans une pièce. On peut distinguer 3 types de mesures.

1. Les mesures par déplacement relatif de 2 points :

les extensomètres mécaniques ;

les extensomètres optiques (balayage laser, caméra, ...).

Cette méthode suppose que la déformation est homogène dans l’espace qui sépare les
2 points.

Éprouvette cylindrique métallique Éprouvette plastique
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Mesure des déformations par extensométrie Moyens de mesure

2. Les mesures locales par jauges de déformation. Cette méthode est la plus
rependue, elle sera détaillée plus loin.

3. Les mesures de champ de déplacement 2-d (voire 3-d) par des méthodes optiques.

On trouve :

la méthode par marquage : la surface de l’objet est préalablement équipée de
marqueurs ou marquée d’une grille régulière.

Motifs utilisés par les méthodes de suivi de marqueurs ou de grilles

La méthode consiste à suivre, à travers une séquence d’images, le déplacement
des marqueurs ou des noeuds de la grille.
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Mesure des déformations par extensométrie Moyens de mesure

Marquage par grilles rectangulaires
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Mesure des déformations par extensométrie Moyens de mesure

Marquage par petits cercles
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Mesure des déformations par extensométrie Moyens de mesure

La méthode par corrélation d’images : mesure de la ressemblance entre
deux pixels.

Instant 1

Domaine de corrélation

Instant 2

Domaine de corrélation

Corrélation temporelle
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Mesure des déformations par extensométrie
Mesure de l’allongement unitaire par jauges

d’extensométrie

Mesure de l’allongement unitaire par jauges d’extensométrie

La détermination expérimentale des tenseurs de déformations s’appuie sur des
mesures d’allongement unitaire

δ
(
dM 0

)
=

ds − ds0

ds0

Elle est obtenue par comparaison des longueurs d’un vecteur matériel dans la
configuration initiale de référence et dans la configuration actuelle.

Les techniques expérimentales classiques utilisent les extensomètres à fil résistant
(jauges électriques de déformation ou jauges d’extensométrie).

Principe :

Faire subir à un fil la même extension que celle du
matériau dans une direction donnée, et à mesurer
la variation de résistance électrique correspondante.

L’effet est amplifié en repliant le fil plusieurs fois
sur lui-même.
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mesures d’allongement unitaire

δ
(
dM 0

)
=

ds − ds0

ds0

Elle est obtenue par comparaison des longueurs d’un vecteur matériel dans la
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Les techniques expérimentales classiques utilisent les extensomètres à fil résistant
(jauges électriques de déformation ou jauges d’extensométrie).

Principe :

Faire subir à un fil la même extension que celle du
matériau dans une direction donnée, et à mesurer
la variation de résistance électrique correspondante.

L’effet est amplifié en repliant le fil plusieurs fois
sur lui-même.
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Mesure des déformations par extensométrie
Mesure de l’allongement unitaire par jauges

d’extensométrie

Rosettes

Les jauges sont groupées par 3 pour former une rosette, de façon à recueillir
suffisamment d’information pour la détermination de la déformation dans le plan
tangent à la surface du solide.
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Mesure des déformations par extensométrie
Mesure de l’allongement unitaire par jauges

d’extensométrie

Exercice

Exercice 4.15 Dépouillement d’une rosette à 45°

On considère une rosette à 45° orientée de telle sorte que la jauge centrale soit alignée
avec l’axe (Ox).
On note respectivement εa , εb , εc les mesures fournies par les jauges (a) , (b) , (c).

Le but de l’exercice est d’établir les formules permettant de calculer les composantes
εx , εy , εxy du tenseurs des déformations dans le repère (Oxyz ) en fonction des données
des jauges.

1 En appliquant la formule donnant
l’allongement unitaire, écrire les 3 équations

δ (n̄α) = εα, α = a, b, c

2 Inverser le système linéaire de sorte à
exprimer les composantes εx , εy , εxy en
fonction de εa , εb , εc
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Mesure des déformations par extensométrie
Mesure de l’allongement unitaire par jauges

d’extensométrie

Correction
Question 1 - On applique la formule

δ (n̄) = t{n} [ε] {n}

avec

[ε] =

 εx εxy

εyx εy

 , {na} =

√
2

2

 1

−1

 , {nb} =

1

0

 , {nc} =

√
2

2

1

1


On obtient le système

δ (n̄a) = t{na} [ε] {na} = 1
2

(εx + εy)− εxy = εa

δ (n̄b) = t{nb} [ε] {nb} = εx = εb

δ (n̄c) = t{nc} [ε] {nc} = 1
2

(εx + εy) + εxy = εc

On peut obtenir les mêmes équations en utilisant le relation (34a) de la façon suivante∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θ = −π

4
⇒ −2θ = +

π

2
→ εn = εa = 1

2
(εx + εy)− εxy

θ = 0⇒ −2θ = 0→ εn = εb = εx

θ = +
π

4
⇒ −2θ = −π

2
→ εn = εc = 1

2
(εx + εy) + εxy
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Mesure des déformations par extensométrie
Mesure de l’allongement unitaire par jauges

d’extensométrie

Question 2 - Résolution du système linéaire

En combinant les équations (1)+(3), on obtient

εx + εy = εa + εc

et avec l’équation (2), on trouve

εy = εa + εc − εb

Avec la combinaison (3)-(1) on obtient directement

εxy =
εc − εa

2

Bilan.

Les formules permettant de dépouiller une rosette à 45° sont :∣∣∣∣∣∣∣∣
εx = εb

εy = εa + εc − εb
εxy = 1

2
(εc − εa)
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Chapitre IV - Comportement des matériaux

Objectif : définir la loi de Hooke généralisée

Sommaire

0 Comportement des matériaux

1 Loi de comportement élastique

2 Interprétation des coefficients d’élasticité

3 Formulation ingénieur

4 Cas de l’élasticité plane
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3 Formulation ingénieur

4 Cas de l’élasticité plane
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Comportement des matériaux Les matériaux homogènes, isotropes, élastiques, linéaires

Les matériaux homogènes, isotropes, élastiques, linéaires
Les relations que l’on établit entre contraintes déformations sont des lois empiriques
propres à chaque type de matériau.

Ces lois rentrent cependant dans des cadres précis. Dans ce cours, on s’intéresse aux
matériaux vérifiant les propriétés suivantes :

Homogénéité On suppose que les propriétés des matériaux sont identiques en tout
point du milieu continu.

Pour cela, il faut se placer à une échelle bien supérieure à la taille des hétérogénéités.

Type de matériaux
Type et taille des

hétérogénéités
Éléments de volume

caractéristique

Métaux et alliages grain : 0,001 à 0,1 mm 0,5× 0,5 mm

Polymères
molécule : 0,01 à

0,05 mm
1× 1× 1 mm

bois fibre : 0,1 à 1 mm 10× 10× 10 mm

béton granulats : 10 mm 100× 100× 100 mm
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Type de matériaux
Type et taille des
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Comportement des matériaux Les matériaux homogènes, isotropes, élastiques, linéaires

Isotropie La relation force-déplacement du matériau doit être la même quelque soit
la direction de sollicitation.

Les matériaux comportant des directions matérielles privilégiées, par la présence de
fibres par exemple (composites, bois) sont anisotropes (isotrope transverse,
orthotrope,....).

Élasticité La transformation du matériau est parfaitement réversible. D’un point de
vu thermodynamique, on dit qu’il n’y a pas dissipation d’énergie.

Cette propriété est en général vraie pour de faibles chargements.

Si l’on charge un matériau métallique au-delà d’une valeur seuil, des
déformations irréversibles apparaissent : ce comportement (élastoplastique) n’est
pas réversible.

Pour les bétons (et certains composites), une charge trop élevée entrâıne une
fissuration de la matrice et par suite une diminution de la raideur. Ce
comportement élastique-endommageable n’est pas réversible.
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Comportement des matériaux Les matériaux homogènes, isotropes, élastiques, linéaires

Linéarité Si l’on se place au voisinage de la configuration d’équilibre, on peut
approcher la relation force-déplacement par une relation linéaire.

Pour les matériaux métalliques on suppose en général que la relation force
déplacement est linéaire dans le domaine des déformations réversibles .

Cette approximation est d’autant plus vraie que le matériau a un comportement
fragile (rupture brutale), par exemple les aciers à haute limite d’élasticité, les
céramiques).

Cette restriction n’est plus vraie dans le cas des élastomères, ils admettent de
grandes déformations réversibles mais non linéaires en fonction de la charge.
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Loi de comportement élastique
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Loi de comportement élastique Définition d’un matériau élastique isotrope

Matériaux élastique

Définition

Un matériau est dit élastique si, en tout point M et à chaque instant, les valeurs du
tenseur des contraintes ¯̄σ sont entièrement déterminées par la seul connaissance du
tenseur des déformations en ce point et à cet instant.

¯̄σ (t) = F (¯̄ε (t))

Autrement dit, l’état de contrainte ne dépend pas de l’histoire des déformations
(comme la plasticité) mais uniquement des valeurs actuelles des déformations.

En exprimant les principes thermodynamiques (premier et second principe) on
montre qu’il existe un potentiel thermodynamique, c’est à dire une fonction
ψ : ¯̄ε→ ψ (¯̄ε) à valeur réelle, telle que la loi de comportement dérive de ce potentiel :

¯̄σ (¯̄ε) =
∂ψ

∂ ¯̄ε
(¯̄ε) (36)

Remarque :

Le terme ∂ψ
∂ ¯̄ε

définit un tenseur d’ordre 2 dont les composantes, dans une base
orthonormées (ēi), sont

∂ψ

∂ ¯̄ε
(¯̄ε) =

∂ψ

∂εij
(¯̄ε) ēi ⊗ ēj
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Loi de comportement élastique Définition d’un matériau élastique isotrope

Matériau élastique isotrope
Si le matériau est isotrope, c’est-à-dire s’il ne dépend pas de directions matérielles
privilégiées (à la différence des composites) alors nécessairement le potentiel
thermodynamique est une fonction isotrope de ¯̄σ.

En application du théorème de représentation (cf. poly), on peut écrire

ψ (¯̄ε) = ψ (J1, J2, J3)

où les I1, I2, I3 sont les invariants de ¯̄ε définis par

J1 = tr¯̄ε, J2 = 1
2
tr¯̄ε2, J3 = 1

3
tr¯̄ε3

On montre facilement que

∂J1

∂ ¯̄ε
= ¯̄1,

∂J2

∂ ¯̄ε
= ¯̄ε,

∂J3

∂ ¯̄ε
= ¯̄ε2

En application de la relation (36) on obtient la formulation générale suivante :

¯̄σ (¯̄ε) =
∂ψ

∂J1

¯̄1 +
∂ψ

∂J2

¯̄ε+
∂ψ

∂J3

¯̄ε2 (37)
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thermodynamique est une fonction isotrope de ¯̄σ.
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Loi de comportement élastique Loi de Hooke

Matériau élastique isotrope linéarisé : loi de Hooke

On est dans le cas de l’hypothèse des petites perturbations (HPP) et donc en
particulier

‖¯̄ε‖ � 1

On cherche donc à linéariser la loi élastique générale précédente.

Idée :

Écrire la fonction ψ (¯̄ε) sous la forme de son développement limité en 0 en se limitant
aux termes du second degré des composantes de ¯̄ε ; il ne doit dépendre que des
invariants de ¯̄ε

ψ (J1, J2, J3) = ψ
(
tr¯̄ε, 1

2
tr¯̄ε2, 1

3
tr¯̄ε3)

' ψ (0) +
∂ψ

∂J1
(0) tr¯̄ε+

1

2

∂ψ

∂J2
(0) tr¯̄ε2 +

1

2

∂2ψ

∂J 2
1

(0) (tr¯̄ε)2

' ψ (0) + σ0tr¯̄ε+
λ

2
(tr¯̄ε)2 + µtr¯̄ε2

où σ0, λ, µ sont des constantes scalaires.
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Loi de comportement élastique Loi de Hooke
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Loi de comportement élastique Loi de Hooke

Matériau élastique isotrope linéarisé : loi de Hooke

Loi de comportement est obtenue par dérivation selon la formule (36) :

∂ψ

∂ ¯̄ε
(¯̄ε) = σ0

∂

∂ ¯̄ε

(
¯̄ε : ¯̄1

)
+
λ

2

∂

∂ ¯̄ε

(
¯̄ε : ¯̄1

)2

+ 2µ
∂

∂ ¯̄ε
(¯̄ε : ¯̄ε)

= σ0
¯̄1 + λ (tr¯̄ε) ¯̄1 + 2µ¯̄ε

On suppose de plus qu’à déformation nulle le matériau est non contraint, ce qui
correspond à prendre σ0 = 0.

On a alors le résultat suivant :

Loi de Hooke

La loi de comportement linéarisé d’un matériau isotrope est donnée par

¯̄σ (¯̄ε) = λ (tr¯̄ε) ¯̄1 + 2µ¯̄ε (38)

les scalaires λ, µ sont appelés les coefficients d’élasticité de Lamé.
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∂ψ

∂ ¯̄ε
(¯̄ε) = σ0

∂

∂ ¯̄ε

(
¯̄ε : ¯̄1

)
+
λ

2

∂

∂ ¯̄ε

(
¯̄ε : ¯̄1

)2

+ 2µ
∂

∂ ¯̄ε
(¯̄ε : ¯̄ε)

= σ0
¯̄1 + λ (tr¯̄ε) ¯̄1 + 2µ¯̄ε
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Loi de comportement élastique Loi de Hooke

Autres expressions de la loi de Hooke

En décomposant les tenseurs en leur partie sphérique et déviatorique, on peut écrire
la loi de Hooke sous la forme suivante

∣∣∣∣∣ σm = (3λ+ 2µ) εm

¯̄s = 2µ¯̄e
⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣
εm =

1

3λ+ 2µ
σm

¯̄e =
1

2µ
¯̄s

(39)

Cette formulation en partie sphérique et déviatorique à l’avantage de pouvoir être
très facilement inversée.
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Loi de comportement élastique Énergie de déformation élastique

Énergie de déformation élastique

La puissance volumique des efforts intérieurs est donnée par (Ch. IV)

Πdef = ¯̄σ : ˙̄̄ε

En utilisant la loi de Hooke, c’est-à-dire la linéarité de la relation ¯̄ε→ ¯̄σ, on peut
montrer que

Πdef =
1

2

d

dt
(¯̄σ : ¯̄ε)

Soit Wdef l’énergie de déformation du volume unité engendrée par les forces
extérieures entre l’état naturel à l’instant 0 (et l’instant (i.e ¯̄ε (0) = 0) et l’instant
actuel t :

Wdef =

ˆ t

0

Πdef dt ′ =
1

2
[¯̄σ : ¯̄ε]t0 =

1

2
¯̄σ : ¯̄ε
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Loi de comportement élastique Énergie de déformation élastique

Énergie de déformation élastique

D’où le théorème :

Théorème

L’énergie de déformation du volume unité engendrée par les forces extérieures ne
dépend que de l’état actuel et elle est donnée par

Wdef =
1

2
¯̄σ : ¯̄ε (40)
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Interprétation des coefficients d’élasticité

Plan du chapitre

0 Comportement des matériaux

1 Loi de comportement élastique

2 Interprétation des coefficients d’élasticité

3 Formulation ingénieur

4 Cas de l’élasticité plane
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Interpŕetationdescoefficientsd’́elasticit́e Compressionuniforme

Compressionuniforme

Énonceduprobl̀eme:

Soituncorpśelastique,homog̀eneisotrope,occupantuneŕegionΩ.

Onsupposequelesolideestplonǵedansunliquideexeŗcantunepressionconstantep
etonńegligelesforcesdepesanteur.

Lescomposantessontrapport́ees̀aunsyst̀emedecoordonńeescart́esiennes(0x1x2x3).

Onchercheàd́eterminerlechampdecontrainteσ(M)statiquementadmissibleet
d’obtenirunerelationentrelapressionpetlavariationdevolumeεV.Laŕesolution
comporte3́etapes.
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Interprétation des coefficients d’élasticité Compression uniforme

Étape 1 - Résolution du problème d’équilibre

La densité de force exercée par le fluide en tout point M de la surface du solide est

F
S

(M ) = −pn̄ où n̄ est le normale en M à ∂Ω

La forme du tenseur sur le contour est donnée par la condition de raccordement :

¯̄σ.n̄ = F
S

= −pn̄ sur ∂Ω (σij nj = −pni) (41)

En l’absence de force de volume l’équation d’équilibre devient

div¯̄σ = 0 dans Ω

(
∂σij

∂xj
= 0

)
(42)

Ainsi, le champ de contrainte homogène (constant)

¯̄σ (M ) = ¯̄σ = −p¯̄1 (σij = −pδij )

vérifie à la fois l’équation d’équilibre (42) et les conditions limites (41), il est donc
statique admissible (SA).
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La densité de force exercée par le fluide en tout point M de la surface du solide est

F
S
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vérifie à la fois l’équation d’équilibre (42) et les conditions limites (41), il est donc
statique admissible (SA).
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Interprétation des coefficients d’élasticité Compression uniforme

Étape 2 - Calcul de la loi de volume

En utilisant la loi de Hooke sous la forme (39) on peut déterminer l’expression de ¯̄ε
en fonction de p :

εm =
1

3λ+ 2µ
σm =

1
3
tr¯̄σ

3λ+ 2µ
= − p

3λ+ 2µ

¯̄e =
1

2µ
¯̄s =

1

2µ

(
¯̄σ − 1

3
(tr¯̄σ) ¯̄1

)
= 0

Le tenseur des déformations est donc purement sphérique

¯̄ε = − p

3λ+ 2µ
¯̄1

On a d’après l’expression de la déformation volumique

εV =
dV − dV0

dV0
= tr¯̄ε = − 3

3λ+ 2µ
p
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Interprétation des coefficients d’élasticité Compression uniforme

Étape 2 - Calcul du champ de déplacement
Par définition

¯̄ε =
1

2

(
Ou +

t
Ou
)
⇐⇒ εij =

1

2

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)

On a donc 6 équations différentielles∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ui

∂xi
= − p

(3λ+ 2µ)
i = 1, 2, 3

∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
= 0 i 6= j

En intégrant, on obtient un champ de déplacement défini à une constante additive
près

ū (x) = − p

(3λ+ 2µ)
x̄ + λ̄+ ω̄ ∧ x̄

où ∣∣∣∣ λ̄ vecteur de translation arbitraire

ω̄ vecteur de rotation arbitraire
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Interprétation des coefficients d’élasticité Compression uniforme

Interprétation
Le calcul de la variation de volume d’un solide chargé par une pression uniforme fait
apparâıtre la constante

K =
3λ+ 2µ

3

Cette constante est appelée le module de rigidité à la compression (bulk
modulus).

On a le résultat suivant :

Proposition

Pour une pression p donnée la variation de volume est inversement proportionnelle
au module de rigidité à la compression K :

εV = − p

K
avec K =

3λ+ 2µ

3

Les anglo-saxons formule la loi de Hooke de la façon suivante

¯̄σ = K (tr¯̄ε) ¯̄1 + 2G ¯̄e ⇐⇒ ¯̄ε =
1

9K
(tr¯̄σ) ¯̄1 +

1

2G
¯̄s

La constante G = µ est appelée le module de cisaillement (shear modulus)
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Interpŕetationdescoefficientsd’́elasticit́e Tractionsimple

Tractionsimple

OnchercheàexprimerlesgrandeursclassiquesE,νenfonctiondecoefficientsde
Laḿeλ,µdelaloideHooke(38).

Ons’int́eressepourcelàal’essaidetractionsurunepoutrecylindriquedelongueurL
limit́eeparlesdeuxsectionsdroitesS1,S2.

Onsupposequelasurfacelat́eraleducylindreestlibredecontrainteetonńegligeles
forcesdevolume.

Onseplacedansunsyst̀emedecoordonńeescart́esiennesOx1x2x3.Laŕesolutionse
d́eroulede2́etapes.
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Interprétation des coefficients d’élasticité Traction simple

Étape 1 - Résolution du problème d’équilibre

On cherche tout d’abord à déterminer le champ de tenseur σ (M ) vérifiant le
problème d’équilibre :

div¯̄σ = 0 dans Ω

et les conditions limites :
¯̄σn̄ = F

s
(M ) , M ∈ ∂Ω

soit 
¯̄σ.n̄ = −Fē1 sur S1

¯̄σ.n̄ = Fē1 sur S2

¯̄σ.n̄ = 0 sur S3
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Interprétation des coefficients d’élasticité Traction simple

En explicitant ces relations en fonction des composantes σij du tenseur des
contraintes, on obtient

σ11 = F , σ21 = σ31 = 0 sur S1

σ11 = F , σ21 = σ31 = 0 sur S2

σi2n2 + σi3n3 = 0, i = 1, 2, 3 sur S3

Ces conditions nous incitent à proposer le champ de contrainte uniforme

¯̄σ (M ) = ¯̄σ = Fē1 ⊗ ē1

Ce champ vérifie les équations d’équilibre et les CL : il est donc statiquement
admissible.

Remarque : les directions Ox1,Ox2,Ox3 sont principales ; en particulier, toute
direction orthogonale à ē1 est principale.
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Interprétation des coefficients d’élasticité Traction simple

Étape 2 - Calcul des champs de déformation et déplacement
En développant la loi de Hooke donnée par (38) on obtient les équations∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ11 = F = λtr¯̄ε+ 2µε11 (a)

σ22 = 0 = λtr¯̄ε+ 2µε22 (b)

σ33 = 0 = λtr¯̄ε+ 2µε33 (c)

σij = 0 = 2µεij i 6= j (d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(d) ⇒ εij = 0

(a)− (b) ⇔ ε11 − ε22 =
F

2µ
⇔ ε22 = ε11 −

F

2µ

(b)− (c) ⇔ 2µ (ε22 − ε33) = 0⇔ ε22 = ε33

(a) ⇔ (λ+ 2µ) ε11 + λ (ε22 + ε33) = F

A partir des équations lignes 2 et 4 on tire

(3λ+ 2µ) ε11 = F

(
1 +

λ

µ

)
D’où les résultats finaux

ε11 =
λ+ µ

µ (3λ+ 2µ)
F ; ε22 = ε33 = − λ

2µ (3λ+ 2µ)
F ; εij = 0, i 6= j

On obtient le champ de déplacement par intégration directe, à une constante additive
près :

u1 = ε11x1, u2 = ε22x2, u3 = ε33x3
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Interprétation des coefficients d’élasticité Traction simple

Étape 2 - Calcul des champs de déformation et déplacement
En développant la loi de Hooke donnée par (38) on obtient les équations∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ11 = F = λtr¯̄ε+ 2µε11 (a)

σ22 = 0 = λtr¯̄ε+ 2µε22 (b)

σ33 = 0 = λtr¯̄ε+ 2µε33 (c)

σij = 0 = 2µεij i 6= j (d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(d) ⇒ εij = 0

(a)− (b) ⇔ ε11 − ε22 =
F

2µ
⇔ ε22 = ε11 −

F

2µ

(b)− (c) ⇔ 2µ (ε22 − ε33) = 0⇔ ε22 = ε33

(a) ⇔ (λ+ 2µ) ε11 + λ (ε22 + ε33) = F

A partir des équations lignes 2 et 4 on tire

(3λ+ 2µ) ε11 = F

(
1 +

λ

µ

)
D’où les résultats finaux

ε11 =
λ+ µ

µ (3λ+ 2µ)
F ; ε22 = ε33 = − λ

2µ (3λ+ 2µ)
F ; εij = 0, i 6= j

On obtient le champ de déplacement par intégration directe, à une constante additive
près :

u1 = ε11x1, u2 = ε22x2, u3 = ε33x3
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Interprétation des coefficients d’élasticité Traction simple

L’allongement de la poutre est donnée par le déplacement d’un point extrémité, par
exemple (L, 0, 0), soit

∆L = u1 (L, 0, 0) = ε11L =
λ+ µ

µ (3λ+ 2µ)
FL

Alors l’allongement unitaire est

∆L

L
= ε11 =

λ+ µ

µ (3λ+ 2µ)
F

Les grandeurs E et ν sont introduites lors d’un essai de traction par les relations

F = E
∆L

L
, ν = −ε22

ε11

On détermine donc immédiatement les correspondances

E =
µ (3λ+ 2µ)

λ+ µ
, ν =

λ

2 (λ+ µ)
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exemple (L, 0, 0), soit

∆L = u1 (L, 0, 0) = ε11L =
λ+ µ

µ (3λ+ 2µ)
FL

Alors l’allongement unitaire est

∆L

L
= ε11 =

λ+ µ

µ (3λ+ 2µ)
F

Les grandeurs E et ν sont introduites lors d’un essai de traction par les relations

F = E
∆L

L
, ν = −ε22

ε11
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Interprétation des coefficients d’élasticité Traction simple

Compléments

L’expérience montre que les grandeurs K , E et ν sont toujours, on a donc

3λ+ 2ν > 0,
λ+ µ

µ (3λ+ 2µ)
> 0,

λ

λ+ µ
> 0

Donc, nécessairement,
λ > 0, µ > 0

Comme

0 <
λ

λ+ µ
< 1

on a la condition

0 < ν <
1

2
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Interprétation des coefficients d’élasticité Relations entre les coefficients d’élasticité

Relations entre les coefficients d’élasticité
En élasticité linéaire isotrope, la relation contrainte - déformation est donnée par :

¯̄ε =
1 + ν

E
¯̄σ − ν

E
(tr¯̄σ) ¯̄1 ou ¯̄σ = λ (tr¯̄ε) ¯̄1 + 2µ¯̄ε

et en notation indicielle :

εij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
σkkδij ou σij = λεkkδij + 2µεij

Relations entre les coefficients élastiques :
Coefficients de Lamé :

λ =
νE

(1 + ν) (1− 2ν)
; µ =

E

2 (1 + ν)
= G

Module d’Young et coefficient de Poisson :

E =
µ (3λ+ 2µ)

λ+ µ
; ν =

λ

2 (λ+ µ)

Module de compressibilité (Bulk modulus)

3K = 3λ+ 2µ =
E

1− 2ν
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Formulation ingénieur

Plan du chapitre
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Formulationinǵenieur Tractionselon3axes

Tractionselon3axes

Objectif:construirelaloideHookeàlamainparuneapprocheinǵenieur.

Onconsid̀ereunvoluméeĺementairedx×dy×dzorient́eselonlesdirections
Ox,Oy,Ozdurep̀ere.

Onsoumetlafacedenormaleēx àunecontraintenormaleσx.

OnobserveunallongementsuivantladirectionOxetunecontractionsuivantles
deuxautresdirections:

εx=
1

E
σx

εy=−νεx=−
ν

E
σx

εz=−νεx=−
ν

E
σx

Ed́esignelemoduled’YoungetνlecoefficientdePoisson.
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Formulation ingénieur Traction selon 3 axes

On procède de même pour les deux autres direction.

On peut synthétiser les résultats obtenus dans le tableau ci-dessous.

Traction
suivant Ox

Traction
suivant Oy

Traction
suivant Oz

déformation suivant Ox εx =
1

E
σx εx = − ν

E
σy εx = − ν

E
σz

déformation suivant Oy εy = − ν
E
σx εy =

1

E
σy εy = − ν

E
σz

déformation suivant Oz εz = − ν
E
σx εz = − ν

E
σy εz =

1

E
σz
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Formulation ingénieur Traction selon 3 axes

Pour obtenir la loi de Hooke bi et tridimensionnelle on applique le principe de
superposition justifié par la linéarité de la réponse.

On obtient ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
εx =

σx

E
− ν

E
(σy + σz )

εy =
σy

E
− ν

E
(σx + σz )

εz =
σz

E
− ν

E
(σx + σy)

F. Petitjean (Génie Mécanique) Élasticité Septembre 2011 241 / 250



Formulationinǵenieur Cisaillement

Cisaillement

Onappliqueunecontraintedecisaillementσxysurnotréeĺementdevolumeeton
obtient

εxy=
σxy
2G

avecG=
E

2(1+ν)

ouencore,

γxy=
σxy
G

Gestappeĺelemoduledecisaillement.

Onproc̀ededem̂emepourlesdeuxautresplansaveclescontraintesσyzetσxzeton
obtient

εyz=
σyz
2G
; εxz=

σxz
2G
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Formulation ingénieur Superposition

Superposition
En superposant les sollicitations précédente, on retrouve la loi de Hooke généralisée :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

εx =
σx

E
− ν

E
(σy + σz )

εy =
σy

E
− ν

E
(σx + σz )

εz =
σz

E
− ν

E
(σx + σy)

εxy =
σxy

2G
; εyz =

σyz

2G
; ε =

σxz

2G

avec G =
E

2 (1 + ν)

Cette relation linéaire peut être inversée :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σx =
E

(1 + ν) (1− 2ν)
[(1− ν) εx + ν (εy + εz )]

σy =
E

(1 + ν) (1− 2ν)
[(1− ν) εy + ν (εx + εz )]

σz =
E

(1 + ν) (1− 2ν)
[(1− ν) εz + ν (εx + εy)]

σxy = 2Gεxy ; σyz = 2Gεyz ; σ = 2Gεxz avec G =
E

2 (1 + ν)
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Cas de l’élasticité plane
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2 Interprétation des coefficients d’élasticité
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Cas de l’élasticité plane État de contrainte plane

État de contrainte plane
Le champ de contrainte en contrainte plane est de la forme :

Le champ de contrainte Le champ de déformation

[σ] =

 σx σxy 0
σyx σy 0
0 0 0

 [ε] =

 εx εxy 0
εyx εy 0
0 0 εz



Loi de Hooke :

Contrainte → déformation déformation → Contrainte∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

εx =
1

E
σx −

ν

E
σy

εy =
1

E
σy −

ν

E
σx

εz = − ν
E

(σx + σy)

εxy =
σxy

2G

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σx =

E

1− ν2
(εx + νεy)

σy =
E

1− ν2
(εy + νεx )

σxy = 2Gεxy
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Cas de l’élasticité plane État de contrainte plane

État plan de déformation
Le champ de déformation en déformation plane est de la forme :

Le champ de déformation Le champ de contrainte

[ε] =

 εx εxy 0
εyx εy 0
0 0 0

 [σ] =

 σx σxy 0
σyx σy 0
0 0 σz



Loi de Hooke :

Contrainte → déformation déformation → Contrainte∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σx =
E

(1 + ν) (1− 2ν)
[(1− ν) εx + νεy ]

σy =
E

(1 + ν) (1− 2ν)
[(1− ν) εt + νεx ]

σz = ν (σx + σy)

σxy = 2Gεxy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

εx =
1 + ν

E
((1− ν)σx − νσy)

εy =
1 + ν

E
((1− ν)σy − νσx )

εxy =
σxy

2G
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Cas de l’élasticité plane État de contrainte plane

Exercice

Exercice 5.5 Dépouillement d’une rosette à 45°

Sur un matériau élastique de caractéristique E , ν est collée une rosette à 45° orientée
comme indiqué sur la figure.

On note respectivement εa , εb , εc les mesures fournies par les 3 jauges.

1 Calculer les composantes σx , σy , σxy du tenseurs des déformations dans le repère
(Oxyz ) en fonction de εa , εb , εc .

Indication : reprendre les résultats de l’exercice (voir poly)

2 En déduire la déformation transversale εzz
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Cas de l’élasticité plane État de contrainte plane

Correction

Question 1 - Les formules permettant de dépouiller une rosette à 45° sont :∣∣∣∣∣∣∣∣
εx = εb

εy = εa + εc − εb
εxy = 1

2
(εc − εa)

En combinant avec les formules du cours :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σx =

E

1− ν2
(εx + νεy)

σy =
E

1− ν2
(εy + νεx )

σxy = 2Gεxy
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Cas de l’élasticité plane État de contrainte plane

on obtient ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σx =

E

1− ν2
[(1− ν) εb + ν (εa + εc)]

σy =
E

1− ν2
[εa + εc − (1− ν) εb ]

σxy = G (εc − εa)

Question 2 - Déformation transversale est donnée par

εz = − ν
E

(σx + σy) = − ν

1 + ν
(εa + εc)
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Cas de l’élasticité plane État de contrainte plane

on obtient ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σx =

E

1− ν2
[(1− ν) εb + ν (εa + εc)]

σy =
E

1− ν2
[εa + εc − (1− ν) εb ]

σxy = G (εc − εa)

Question 2 - Déformation transversale est donnée par

εz = − ν
E

(σx + σy) = − ν

1 + ν
(εa + εc)
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