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Liaisons préchargées

Dans toute ligison par adhérence réalisée d l'aide d'organes filetés, |'établissement d'une
pression de contact minimale pour I obtention de cette adhérence nécessite la mise en précharge

des éléments filetés,

Principe de la précharge:

Un ensemble préchargé est constitué de deux sous-ensembles élastiques en opposition (E; et E,).

e

Eléments élastigues:
» Raideur ou rigidité

P

P2

}

Ensemble libre

Ensembie

¢ charad
Li+e+l, <ly+e+ily
Et

f=(Lro+e+Lzo)_(L1 +e+‘-z)

3 f droite ou courbe

;v Py

x masse variable |

]
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j P,_p
La raideyp ou rigidité ge définit par: |k =_2 "y / Pente de la droite (ou tangente 4 Iq caurbe).
X2~ X,
L unité de raideur est jp Nim oy N1

Par conséquent ici P — .
Nous considérerons que k

limite de déformqﬂon
=cte dans d'autre cqs {roulements Préchargés par exemple)
k=f(x)
*  Association d'éléments €lastigues
Considérons frois ressorts

- ressort R, WNM_ de rigidité k,
- ressortR, ‘\NVVVVW_ de rigidité k,
- ressort R, W de rigidité ks

* groupemeny en sérje

-

FR, —>R,
FR: >R, ; . FR3 —R,
FR, —-R, F

I1 apparast donc que F — FR’_,R,2 = sz SR, =...

“ Xt Xz, X3 sont les dépiaceman'rs des ressorts alors - X1+ X, *X3; et donc
F F , 7 1 4 17
k 7z tr—+— I rigidité Uivalente dy Montage est done Feo—t g 7
k ki k, g, larigiditéeq g k kR,
F k, &, k3 ~
Est équivalent g Gen il o Peqie
i - T i
- e g -
F k ki, F

% groupemeny en parafléfe



sont différentes et s'ajoutent
hations sont les mémes

Comportement d'une ligison préchargée:

O

< Sans charge extérjeyre

Sous ensemble E;

Avec j=670,+§02 d




%«  Avec charge extérieure F,(exercée sur la pidce 1 vers la droite)

pd

!

| Sde:l/Z

Po i

—S \
5‘053 8!(32

Sttt

5!} 8‘2

T S N

J

Cas d'un assemblage par éléments filetés

. 2

On distingue:
- |'élément en tension (organe fileté) de rigidité k;
- les éléments en compression (piéce A et B) de rigidité k.

Nous obtenons le diagramme suivant:



A Fe
éléments en compression: k. ‘
:

!
!

état firal: F, | ;
i Fa

état initial: précharge )

o

Fe limite < F o Fe

51:0

}
Fe limite

!
{ ESt::()
{

éléments en tension: ks &

s Rt b N -

.
e e o e e e e
A

L'installation de la précharge peut se faire de plusieurs fagon:
- contrdle du couple de serrage
- tendeur de boulon

Relation entre le couple de serrage et |'effort axial

<«  Contact entre filets: calcul du couple de frottement au niveau des filets.
Aralyse des efforts sur un filet triangulaire queiconque.
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Relations de Hertz
(contact ponctuel)

a_ Kky VO 1V

*a=m| , -
2 _¢f +C, +Cz "!"Cz

0.641
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Pression de contact

Dans tous les mécanismes se pose un probléme de dimensionnement.
Ceci nécessite des études :
» des contraintes volumiques et des déformations globales <& RDM ou
élasticité
> des contraintes surfaciques et des déformations surfaciques = élasticité
dans les liaisons, relations de Hertz.

L'étude du chargement d'une licison nous conduit & définir la répartition des
charges sur les différentes surfaces :

» Notion de pression de contact

» Notions de déformation au contact

Pour la détermination des pressions de contact la théorie de Hertz ne
s'intéresse qu'aux contacts ponctuels et finéaires.

Théorie de Hertz
Hypothéses :
» Ily a contact direct entre les deux solides
> Les matériaux constitutifs sont homogénes et isotropes
» Le chargement sera normal aux surfaces
» Les déformations sont purement élastiques
» Les surfaces obtenues aprés déformations sont petites devant la
géométrie globale des surfaces : petites déformations

Contact ponctuef :
Il nous faut caractériser :
a. Lagéométrie
7 En M, sur le solide Sy on peut définir :

*ﬂ

Plan principal > J0 normale n et le plon tangent
Sy . » les rayons de courbure qui
Sy passent par un maxi et un mini, ce
E_/M% . qui definit 2 plans principaux de
. L courbure, PPy et PPy, de rayons de
s S 4 courbure respectifs p; (maxi) et

p'y {mini}

Pi?ﬂéﬁﬂééﬂf e ,, De méme sur le solide S;, PP, [rayon

de courbure p, {maxi)] et PP'> [rayon
de courbure p; (mini)]



De plus, il faut définir la position de la matiére par
rapport & la surface. On oriente la normale vers
Vextérieur de la matiére.

Quand le centre de courbure appartient & la matiére
alors le rayon de cowrhure est nositif o0 feirfore
convexe)

Quand le centre de courbure nappartient pas & la
matiére alors le rayon de courbure est négatif p<O
(surface concave)

PP’ PPy Il faut aussi repérer le solide S; par rapport au
solide So.
En M les plan tangents sont confondus (méme

/W normale aux surfaces).
On repére donc la position relative des deux

solides par l'angle « y » entre les plans principaux
de méme nature : PP; etPP; ou bien PPy etPP';

PP,

b. Les matériaux
» Pour le solide S¢
o Module d'élasticité longitudinale E;
o Coefficient de Poisson v,
» Pour le solide S
o Module d'élasticité longitudinale E>
o Coefficient de Poisson vz

c. Le chargement

= a2 F est normale au contact en Mua.

sl Equation de la surface au voisinage de M.

Pour [S;]D> z=Ax?+B,YZ +C, XY +....

Pour [S2] D z=A,x? +B,Y? +C, XY +....

Le chargement provoque des déformations. Au contact
existe une petite surface admise comme plane (petites
déformations) paraliéle au plan tangent commun.




N

' Silavant déformation

Si apres déformation

S apres déformation |

Sz avant déformation

Déformation : mise en coincidence d'un ensemble de points qui étaient 4 une
aftitude z; sur {Si] et une altitude z; sur [S:].

z,+2, =Ax? +By? +Cxy +......
[ SR—
cte
Par changement de repére (rotation autour de z) et en négligeant l'ordre
supérieur & 2 l'équation devient . A' et B' sont de méme

signe ceci est donc 'équation d'une ellipse : ellipse des contacts.

7 Demi-grand axe :a

. e

Demi-petit axe : b

Ellipse de contact |




d. Equilibre du solide [S:]
* n
F =[jpds

La relafion enire pression ef Déformation
provient de l'élasticité et est due & Boussinecq.

La répartition de pression est elliptique selon
Hertz. Ceci conduit sur fa surface déformée &
un demi-ellipsoide ayant pour base lellipse de
contact.

%@1 - On peut calculer en I la pression p; en fonction
%& A /, _ . de Ptaxi et dQU;. =N
~ En intégrant sur toute la surface on ob‘ﬁen'r‘(\: = e OU —g— est un majorant

Rapprochement :l J =-ﬂi’; KAKNF oii encore

\8=kF {Z‘é_‘avec k dépendant des matérioux et de
la géométrie.
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CONTACTS SURFACIQUES

I-Rotule
Considérons une ligison rotule de centre O. Le torseur statique

| =g

fransmissible par cette liaison est {T,,}= {g.

* Modéle simplifié de répartition de pression
La répartition de pression est uniforme sur la demie sphére de contact. La liaison
étant parfaite ( =0 ) le chargement est donc normal aux surfaces de contact.

Pour tout point de contact I on peut écrire:
df;. = p,..a’.iﬂ’.
La résultante des forces de pression vaut donc:
R=([p;.dsns

(57
Les actions extérieures sur cette linison s'expriment

i

Le principe fondamental de la statique appliqué & la

piece 1 conduit &: {I, }+ T, } = {0}

Choisissons une base orthonormée telle que X soit colinéaire & F;,

La relation de résultante selon ¥ s'écrit: X.[[df = %.[[p.dS7 =X F, =F
($) (5)

Prenons les points I sur un cercle situé dans un plan

perpendiculaire & Ox (@=cte). L'élément de surface

d5 est alors une couronne de largeur angulaire a@

telle que dS =2.7z.R.5inb.R.00.

La relation précédente devient:

F={[p.dS.cos0=[?p.2n.R 5ind.cos6.d6
(5
soif en intégrant avec pi=po

cos? 0} 2

=R’ p,

F= Zzzﬁ"p{— 5

74

La pression de contact vaut dans ce cas f, = g
z.

Cette détermination ne tient pas compte des jeux et des déformations. La pression po
est éloignée de la réalité mais permet de donner un ordre de grandeur rapide &
obtenir.



% Modéle de répartition des pressions en fonction des déformations

En tout point la pression est proportionnelle &
lo déformation: p =-k.5,.n ol &, est le
déplacement en I. Le déplacement global 6 de i
par rapport & 2 est colinéaire & F;. , {par raison
de symétrie) donc en M &, est maximal et égal &
5,.50it: -enMDS5, =5,.%
-enlI D5 = 5‘,,.13, avec 5, =—6,.1,

Dot 5, =6, cos

La liaison étant parfaite ( =0 ) le chargement
est donc normal aux surfaces de contact.
Les actions extérieures sur cette liaison

s'expriment en O par {T;,}= {%’E‘ }

!

Pour tout peint de cantact I an peut écrire: d)f = p;-dS./i; donc: R = f { p; dS7,
(5

Le principe fondamental de la statique appliqué 4 la piece 1 conduit &
7+ 7)=10)
Choisissons une base orthonormée telle que X soit colinéaire & £,

La relation de résultante selon X s'écrit: X. f f df = ¥. f f p.dSA =XF,=F
(%) (5)

Choisissons les points I et |'élément de surface
dS comme dans [étude précédente alors
d5 =2x.R.sin6.RdE alors

F=([pdS.cos6= fp,.,z,zz.R" .5in6.cos 0.d0
(5)

soif avec p, =K.5, = k.5, cos = p, cosd
et en intégrant

La pression de contact vaut dans ce cas

3 F
Pu = ”“?‘" TR
g
pression diamétrale p,,
donc py est une fois et demie celle du modéle précédent.




s

% Modéle de répartition tenant compte du jeu.

En tout point la pression est
proportionnelle a la  déformation:
p=-k S 7

Il existe un jeu entre les sphéres

constituant la ligison: j=R:-R; (jeu au

ruyon)#
Soit &, le déplacement relatif des deux

surfaces (colinéaire & £, ,)
L'excentration vaut alors e=j#54
On peut écrire:
exX+RwW-3,04-R.G=0 "~/ |

avec P X =cos0.4d-sin@.v w” '\6_,'

PW=cospld +Sinpy ?; VX
il vient donc

(j+6,)(cos8.i - sinB.v)+ R(cosp.ii + sinp¥)-| 8, + R + j i
i
soit en distribuant: >(j+8,)cos8+R cosp—(5,+R + j}=0
>(j+6,)sin6+R sinp=0

comme ¢ est petit s/ngp = ¢ et cos g =1 les relations deviennent:
2>(j+5,)cos0-8 - j=0 (relation1)
>(j+5,)smo+Rp=0 (refation 2)

Aux limites pour & = 6, les déplacements &, sont nuls.

La relation 1 devient (j + 3, )cos8, — 5, — j=0 d'ott cos8, = —L
»aéL Sy

Jj{l-cosa,)
cos6,

et 85, = On peut alors calculer 5, (relation 1)

. j{I—cos8,)

cos 8 — j soit encore
cos g,

8, ={j+8,)cos6 - j devient 5, E(j

S = i cos 6§ _
= cos5 8,

Comme dans le cas précédent p =k.5, et p, =K.5, relations qui deviennent

o {1-cos@
=K./, cos -1} et = k./) ——2 | glors la pression de contact en tout
P =4 (cos . Pu = o8 8, P y



4

: cos8—cos b,
point I vaut p =p ( <
“\ I-cos8,

surface JS comme dans |'étude précédente dlors  dS =Zr.R.sinb.R.0A
(R=R ~R,)adlors

F={[p.dS.cose= ({p,

} Puis choisissons les points T et |'élément de

{ cosf—cos b, } 2n.R?.5ind.cos 6.d0 qui donne en

(5) ‘/5] 1 - COS 00
o, 2r.R? { cos’ BT" [ cos? 6?]9”}
intégrant F = S22 -£2_ 27\ +cos8 ) ==L La valeur de la
1 - COS 60 pM{ 3 i o Z i

pression maximale est déduite de la relation:

s EnRt {1 @b, ws'ga}
e .

- EART i
l-cosg, "" (3 s @
SISE Fu mk""{ cosé, }
2
remarque si f=0alors 6, =—;— et F= Zx‘f Py

% Calculs pratigues

Il existe trois types de rotules lisses
- Rotules radiales
i

Ce composant est capable de supporter des
charges radiales élevées et des charges axiales
faibles.

- Rotules axiales

Ce composant est capable de supporter des
charges radiales faibles et des charges axiales
élevées.




- Rotules obligues

Ce composant est capable de supporter des
charges radiales élevées et des charges axiales
élevées.

Les matériaux sont:
- acier / acier

- acier / bronze
- acier / bronze fritté

- acier / PTFE (téflon)

Les constructeurs de ces composants définissent une charge de base "C" (axiale ou
radiale} pour une durée de vie donnée dans certaines conditions d’utilisation. En
fonction de !'utilisation on détermine une charge équivalente "P" (mémes conditions
que la charge de base)

Vient ensuite e calcul d'une pression spécifique p =K g: avec
- K=100N.mm™ acier / acier
- K=50N.mm~ acier / bronze

- K=100N.mm~ acier / bronze fritté

- K=150N.mm? acier / PTFE (téflon)

On détermine alors la vitesse de glissement moyenne par la relation plV <Cte
[E—'
limite

On détermine ensuite la durée par ’ D = Coef-
e

fréguence cycles |




II- Pivot glissant

Considérons une liaison pivot glissant daxe OZ. Le torseur

—

statique transmissible par cette liaison est {7, }= Rl la
25 M

piéce 1 est soumise & une sollicitation extérieure définie par

£
T =478
Ted=1

(1

Nous affons superposer deux cas: - le pivot glissant est soumis & £,

a
- le pivot glissant est soumis & M.,
Premier cas pivot glissant soumis & une résultante
< Modeéle simplifié de répartition de pression

La répartition de pression est uniforme sur le demi cylindre de confact. La Jinison
étant parfaite ( f=0 ) le chargement est donc normal aux surfaces de contact.

X

Pour tout point de contact I on peut écrire: df. =P .dS.i?; .

La résultante des forces de pression vaut donc:
R = ﬂpf..d&nf
$)

Choisissons une base orthonormée telle que X soit
colinéaire & £,
La relation de résultante selon X s'écrit:
)?.de,. =i.}'j';f,..o‘5.ﬁ} =XF, =F

(s) (s
Prenons les points I sur une méme génératrice.
L'élément de surface dS est alors constitué de deux
rectangles symétriques par rapport 'axe OX de




largeur angulaire o8 et de longueur L telle que dS = Z2R.00.L.
La relation précédente devient:

F={{p.ds.coseo

(5)

F = 2RLp,[sin6)7 = 2RLp,

La pression de contact vaut dans ce cas g, =

L

{7 p..2R.L.cos 6.d0 soit en intégrant avec pi=po

Tk
2L
A

< Modéle de repartition des pressions en fonction des déformations.

-

En tout point la pression est proportionnelle & la déformation: p, = -k.5,.71 ol &,
est le déplacement en I.

Le déplacement global & de 1 par rapport & 2 est colinéaire & £, (par raison de
symétrie) donc en M &, est maximal et égal & &, .

—-

Soit: -enM 95, =5,.X
-enl 96, =5,.5 avec 8, =—6,.7

D'od 8, =5, cos @

La liaison étant parfaite ( f=0 ) le chargement est donc normal aux surfaces de
cantact.



N

Pour tout paint de contact I on peut écrire: a’f p..a‘.S 7. donc: R = {f p;-dS.7,
(5

Le principe fondamental de la statique appliqué & la piece 1 conduit &

e+ 7} =10)

Choisissons une base orthonormée telle que X soit colinéaire & F; y

Lo relation de résultante selon ¥ s'écrit:
i ffdf =%[[pdsi=%F, =F

(5 (5
Choisissons les points I et I'élément de surface
dS comme dans |'étude précédente
Alors dS = ZR.dE.L et

F=|{pdS.coso={[p.2RL.coso.ds
(%) %

avec p, = k.0, = k.5, cos8=p, cos O

F={{p,.2R.L.cos” 6.d0

&)

soit en intégrant £ = 2RLp, fo” 2 ﬁ_cgs_{g G

072 [sin26 z
F=2 = + > F=2 -
RLPM 2 . 4 a RLPM 4

La pression maximale de confact vaut dans ce cas p, = 2

7 ZRL

o e

P

Deuxiéme cas pivot glissant soumis & un moment
En tout point la pression est proportionnelle & la déformation: p, =-k.5.% ol &,

i

est le déplacement en 1.




5. A+l . 2z
N : ore 5 =0, cos6 etdeplus L ="-"glors p = p, —L cosE
ous avons enc , =5, et de plus B 57 alors p, p‘“/_+l

A i
La licison étant parfaite ( f=0 ) le chargement est donc normal aux surfaces de
contact.
La relation de moment selon ¥ s'écrit: y. f 5 MI A p.dS.F = f.ﬁﬁ =-M. Cette

(s
2
relation conduit &¢ M = _{ f Py fj,a cos® 0.dS soit encore en prenant comme élément
% (
" * ~L+—’l / 3 L+A
2 /2 * Tz
dS=2Rd0.dzIM=2-24 4R (27 dz [cost0.do M=2-L_qp 2 | Z
L+A4 A 2 L+2 3 2 4
« 24 M L+ e ~ 249 M
‘ou g, = »—— - — lier A=0 al =—".
D'ou p, 7 2R Uiy -7 cas particulier alors p, SR

Comparaison entre les deux modéles

Le modéle faisant intervenir le jeu conduit & une étude analogue & celle de la rotule
dans le premier cas (pivot glissant soumis & une résultante)}. Dans le second cas avec
Jjeu (pivot glissant soumis d un moment)} &, est variable puisque oy est variable: une
étude numérique s'impose alors.
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< Composants industriels : coussinets

Il existe deux technologies pour les coussinets :
U matériaux homogénes (bronze, matériaux frittés, téflon, ..)

Coussinet cylindrique Coussinet 4 collerette
(J composites

2
i
&\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\&: §

Coussinet cylindrigue Coussinet d collerette
Le principe de caleul conduit & limiter le produit (pression x vitesse de glissement)
pour une durée de vie donnée. Les constructeurs fournissent sous forme d'abaques ou
sous forme de tableaux les éléments permettant, & partir du calcul d'une pression
spécifique, de calculer les dimensions du composant.
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III- Appui plan

Considérons un appui plan de normale OZ. Le torseur statique

transmissible par cette licison est {E}}z{;} La piéce 1 est

soumise a une sollicitation extérieure définie par {7; )= { é fe.
(1

. L . I . .
< Modéle de répartition des pressions en fonction des déformations

bz Az
-:é F—;f FE! ,—g%
| 7 ; 1
4 M, 1
of fom \ BAYK
4 : \ 48 i' B}
b 3 3 Y R I R
B } T O _'—[—"
H o ; i K R4
™
Y } fe—> ali
| ; = . F_-L;z = ZE: Z=-FZ
Sas s s f s -fpﬁfi‘F =M, =M.,y avecici Zer0, MerO et NepQ
"II L F=M, =N, .5
M,
X

En tout point la pression est proportionnelle & la déformation: p, =K.,/ od &,
est le déplacement en I.
Procédons par superposition :

= charge F:. ,=—F.Z onobtient 5;tel que pr=-Kdy

= moment M, = M X ilyarotationde ¥ de 48
pz=-Kk.02 =-K.AB.y (52< Opoury < Q)
< moment A?Y =M,y ilyarotationde y de Ay
P3=-k.03 =tk Ay.x (83< O pour x > Q)
Le déplacement du point L (x; , v: ) est 5;=51+5,+53 donc pi=k(-81-AB.y +Ay.x)

La ligison étant parfaite ( f=0 ) le chargement est donc normal aux surfaces de
contact,
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Pour tout point de cantact I on peut écrire: dfT = p..d.if?.

prmc:pe fondamental de (a statique appligué & [a piéce 1 conduit &
{ {l"'lrzz} {0}

L3  Larelation de résultante selon 7 s'écrit:
Z([df =7.([pdSA =ZF, =F
($) (s

Seit encore {{-k5,dS + ff- kﬁﬁd5+ﬂkﬁyd5 F avec ([[y.dS moment

(s (s} (s)

statique de la surface par rapport a J'axe Ox et f [ X.d5 moment statique de la
(s)
surface par rapport & laxe Oy. Ces deux moments sont nuls. Il vient

F = [[-k6,dS = —k5,.5 dou—k, = g

{(3)

Q  Larelation de moment en O s'écrira M., + [ f OI ndf =0
(5)

soit encore M., + [[(x, X +y, y)np.d57=0

(s)
dod M, + [[-x.pdSy+{[y.pdS5X=0 «qui domme deux relations
(s) (s)

M+ [[-ko,y.dS+ [[-kapy?ds+ [[kayxy.ds=0 {relation 1)

(5) (5) (5
et
M, + [[ko,x.d5+ [[kaByx.dS+ [[kayx?ds=0 (relation 2)

(s) (s) (s)

Dans ces relations les moments statiques par ropport oux axes Ox et Oy sont nuls

ainsi que le moment produit f [ X y,.d5 =0 (O est centre d'inertie de la surface et
(5

les axes sont principoux)

Les termes [[y/.dS =1, et ]jx d5 =1, sont les moments quadratiques de la
(%)

surface d'appui par rapport aux axes OX et Oy .

M
La relation 1 conduit & ~ 5.48 = i et Ja relation 2 conduit &4 k.4y = —~
Ox Oy

La pression en tout point I du plan est :

Cette relation permet de calculer les éiéments d’ assembiage dans une f:xaﬂon sur un
plan. En effet sous l'action des sollicitations extérieures la pression de contact p
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peut €ire négative en certains points de V'appui. Il faut dlors ajouter un effort
normale T pour rendre la pression positive en tout les point de I'appui. La relation

M
devient alors: g=F+T— M -;@4—1_-” X >0
s I, oy

< Composants industriels

L1 composites

LR LR R AR R LU ARARARR AR R AR R AARRA R RARARARAASA N

Bandes Coussinet a collerette
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Assemblages frettés

Modéle de calcul

Af

: Hypothéses:

| Re Corps homogéne

[ Les charges présentent une symétrie axiale
—Rj =] Les sections planes restent planes aprés

! déformation.

Données:

h T )Soi'r I'anneau épais ci-contre soumis d une
pression intérieure p;, pression extérieure p.
et charge axiale

!
!

P
(o)
i
|
[

Soient deux points voisins A et B sur une direction radiale.
U est le déplacement radial du point Aen A’

U +du est alors le déplacement radial de B en B’ u .
&, est |'allongement relatif radial o A 3 A g
&¢ est |'allongement relatif circonférenciel dr

u+du

On peut écrire AB=dr et A'B'=dr +du

A'B'-AB du 2z(r+u)—2ar u

———=—c¢et & = =—
AB dr t 27r r

Alors 8’_ =

Isolons un élément de cylindre.
I'équilibre de I'élément en projection sur Or

A z s'écrit :
! (o, +do, )(r+dr)da.dz—-o, r.da.dz
| .
o ~20, %% dz.dr-0
t
bt / c. +do o
: ~—— Lo r I en négligeant les termes de degré élevé nous
— // - obtenons:

do
r—-+o,-0,=0

i :
i r & t

dz i dr
P ou encore

| d ,

i dr —(ro,)-o,=0
| r t

I , O-Z V / dr

le



La loi de Hooke généralisée nous donne:

£ = -E-[o-r - V(o't +o0, )] et & = %[O't - V(O' rto, )] avec O, connu (charge axiale)

nous exprimerons donc o, et o, en fonctionde (&,,&;,0,)

o, = —E—(s, +v.6 )+ —0,
1-v? 1

o = (g, + V.&‘,)f —r——az

1-v2 1-v
u

comme & =— et &, = —
r

o -_=. £+v£ +—Y o
" q1—v2\dr r) 1-v *

E (u du) v
O =—5|—+v.— |+ o
1—v\r dr

d d?u 1du u
|'équation d'équilibre —(ro, ) — o, = 0 devient + ———— =0 soit encore
= . dr( r) =0 dr? rdr r?
d
d

17d 1
—[—d—(ur)] = 0 qui admet pour solutions U; =r et U, =— la solution générale est donc de la
rirar r

C, ' s " . -
forme U = C,r + —= ou C; et C; sont des constantes déterminées par les conditions aux limites.
r

E 1
o, =1_ 2(01(1+V)—C2(1—V)—r—2~)+7{—;0'z
E

1 14
oy = - (C,(1+V)+C2(1—V)r—2)+maz

Les conditions aux limites sont:
Pour r =R; alors o, =—p; et pour r =R, alors o, =—p,

D'ol
1-v? 1 p,R? -p,RZ v
C1 = 2 2 ——O'z
E 1+v R; -R; E
1-vZ 1  RZ?R?
c2 = — (pi_pe)

E 1-vR?-R?

Les résultats deviennent

u= 1_V.piRi2_peR:r+1+V,Ri2Rez (P,-—Pe)_Lo. r
. 2 2 2 2 z
E R2-R E r RI-R? E

AR ELARLL AL,
t R?2-R? \+) r? R?-R?




Cas particuliers

Cylindre soumisa p; =p et p, =0|

2 2
oy = PR; [1+R°J

B PR} [1_R:J

“TTRZ_RZ| r? RZ_-RZ( r?
pour r =R,
2 . n2
o, =—p oy = p% soit en posant K = g:Ti-_g?
o, =Kp
pour r =R,
" o R _ [RE4R? RP-RE
— PR R "’[R:—Rf +R§—Rf]
or =(K-1)p
Régle pour retrouver rapidement ces résultats:
Posons K = zD?
AD?
Coté pression coté sans pression
Mémes valeurs diminuées de p
o[ =p jov|=0
o, =Kp o, =(K-1p

Déplacement au rayon
_1-v__ pR} r+1+u_R,?R§ p
E RZ-R}? E r RZ?_R?

pour r =R;

1-v  pR}? +1+V_R,?’Rg p

. s PR;
. . duita U =—-=-(K+
E R:_R’? i E R, Rf—R,-z ce qui conduit a E ( V)

u =
. N ' pD;
La variation de diameétre est donc 8 D; = ———E—(K o v)

pour r =Ry

La variation de diamétre est donc 6 D, =— p:e (K-1)




Une étude identique :

Cylindre soumisa p, =p et p; =0

Conduit aux résultats suivants

zD?
Posons K = 5
AD
Coté pression coté sans pression
Mémes valeurs diminuées de p
|0' r| =P o, |=0
o, =—Kp o, =—(K+1)p

Les variations de diamétre conduisent aux résultats suivants:

éD, B (K-v) et 6D, =-f‘—EDi(K+1)

E
D'ot
Bilan
Coté pression Coté opposé
|o-rl =p IO' ,l =0
(signes: + si p intérieur - si p extérieur) (signes: + si p intérieur - si p extérieur)

Variations de diamétre: 6 D, = ip?De[K +(v ou 1)]

V coté pression |1 coté opposé

v doit toujours donner une dilatation (signe résultant +), 1 doit donner une contraction (signe -)

Voir sur |'exemple précédent
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